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Aplicacdo do Modelo de Black, Derman & Toy a
Precificagdo de Opcgoes sobre Titulos de Renda Fixa

Octavio Manuel Bessada Lion”
Carlos Alberto Nunes Cosenza
César das Neves

*

Resumo

Este artigo apresenta uma aplicacio do modelo de
Black,Derman&Toy (B,D&T) a precificacdo de opg¢Oes sobre titulos
de renda fixa. Trata-se de um modelo ndo-estaciondrio, aonde a
velocidade de reversao 4 média, ou a volatilidade, ou ambas, sido
funcdes do tempo. O modelo possibilita o cdlculo do prego livre de
arbitragem de contratos derivativos relacionados a estrutura a termo
das taxas de juros. A hipdtese basica é de que a taxa de juros spot
segue um passeio aleatério lognormal (lognormal randomwalk).
Utiliza uma 4rvore binomial recombinante para simular o processo
estocéstico suposto. Esta arvore € construida de forma a ser
consistente com a curva de juros inicialmente observada no mercado.
Os resultados obtidos foram consistentes, porém como nao existe este
tipo de opcdo no Brasil, ndo pudemos comparar as respostas
fornecidas pelo modelo com precos negociados em mercado.
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1. Introducao

A escolha do assunto deste artigo originou-se do conjunto de medidas anunciadas
pelo Banco Central do Brasil e Secretaria do Tesouro Nacional, no dia 4 de
novembro de 1999, na cartilha “Propostas para o Aprimoramento dos Mercados

”1

Primario e Secundario da Divida Publica Mobiliaria” . Este documento resultou

de ampla consulta realizada junto aos participantes de mercado.

O objetivo das medidas anunciadas pelos 6rgdos governamentais foi o de atualizar
as praticas vigentes do mercado aberto, com a adaptacdo de novos instrumentos e
procedimentos para recuperar e retomar o dinamismo do mercado da divida
publica mobilidria interna, assegurando maior liquidez e visibilidade as operagdes

com titulos publicos federais no mercado secundério.

Procurou-se, portanto, instrumentos e procedimentos alternativos que reduzissem
o prémio na coloca¢do dos titulos em ofertas publicas conduzidas no mercado
primério, permitindo a diminui¢do do custo de financiamento da divida publica

mobiliaria interna.

Com o lancamento das opg¢des de venda (put) sobre os titulos publicos federais, o
Tesouro Nacional, ao criar um limitador de perda para os detentores desses titulos,
estaria proporcionando um mecanismo para a reducdo do risco do mercado,
reduzindo, conseqiientemente, o custo de financiamento da divida publica

mobiliaria federal interna.

A mais famosa teoria sobre o valor de uma opg¢ao estd apresentada no trabalho de
Black e Scholes [3], conhecido como o Modelo de Black & Scholes (MB&S). O
modelo foi desenvolvido logo apds o inicio das atividades do Chicago Board
Options Exchange (CBOE), em 1973, e parte do pressuposto de que o ativo objeto
tem um comportamento estocdstico continuo, na forma de Movimento
Geométrico Browniano. Isto quer dizer que a distribuicdo probabilistica dos
precos do ativo objeto, em uma data futura, € log-normal e, por conseqiiéncia, a
distribuicdo probabilistica das taxas de retorno, calculadas de forma continua e

composta entre duas datas, é normal. O modelo admite, também, que a taxa de

" www.bcb.gov.br



juros € constante durante a vida da opg¢do, que o ativo objeto ndo paga dividendos
durante a maturidade da opcdo e que a volatilidade do preco do ativo objeto é

constante.

Por sua facil implementacdo, por seus resultados serem de facil andlise e,
principalmente, pelo seu rigor tedrico, 0 MB&S se tornou um dos modelos mais
usados, em todo o mundo, para a precificacdo de opg¢des, virando padrio de
mercado, ou seja, todos os outros tomam-no como critério de comparacao para
verificar a sua acuidade. Entretanto, ele é mais bem aplicado aos ativos de renda
varidvel (op¢des de acdes negociadas em bolsas de valores, por exemplo), o que

ndo € 0 nosso caso neste trabalho.

Os principais motivos que nos fizeram rejeitar o MB&S para a precificagcdo de

opgdes sobre titulos de renda fixa foram:

i) a distribuicdo de probabilidade dos precos assumida pelo modelo considera
que estes precos possam tomar qualquer valor positivo (entretanto, os titulos
prefixados tém um valor preestabelecido de vencimento, ou seja, este € seu valor

limite de negocia¢do);

i1) a pressuposicao da constancia da taxa spot ao longo da vida da op¢ao (quando

¢ exatamente ela quem deve ser modelada);

iii) a constancia da variancia ao longo da vida da opgao (para titulos de renda fixa,
a volatilidade declina a medida que o titulo se aproxima da data de seu

vencimento).

Devido ao sucesso do MB&S e da conseqiiente familiaridade com a suposi¢cdo
lognormal deste modelo, bem como o uso da volatilidade como medida de
incerteza, surgiram tentativas de estender esta metodologia a derivativos de taxa
de juros. A primeira extensdo do modelo de B&S na érea de taxa de juros foi o
modelo de Black [1], originalmente desenvolvido para avaliar opgdes sobre
futuros de commodities e, posteriormente, aplicado para opc¢des de titulos de

renda fixa.

Mas as desvantagens do modelo de B&S para precificar op¢des sobre titulos de

renda fixa continuavam com o modelo de Black, como a pressuposi¢do de taxas



de juros ndo estocdsticas e volatilidade constante. Com o intuito de superar tais
limitagdes foram desenvolvidos modelos que, a partir de pressupostos acerca de
varidveis macroecondmicas, descrevem o processo estocdstico para a taxa livre de

risco de curto prazo, r, num ambiente de neutralidade ao risco.

Inicialmente os modelos de precificacdo de ativos foram aplicados aos estudos das
taxas de juros em uma tentativa de modelar uma estrutura a termo pressupondo
incerteza estocdstica. Desta forma, a taxa de juros de curto prazo foi definida
como a geradora do movimento de toda a estrutura a termo. Esta taxa de curto

prazo foi modelada como um processo de Itd em um mundo neutro ao risco:
dr = m(r). dt + s(r). dz (D)

Assume-se que o desvio instantineo, m, € que o desvio padrdo instantdneo, s,
sejam fungdes deterministicas de r, mas independentes do tempo, e dz € a variacio

infinitesimal do ativo, que segue o processo de Wiener.

Um dos modelos pioneiros na area foi o proposto por Rendleman e Barter [16],
1980, que trata as taxas de juros de modo similar aos precos dos ativos, como

acoes:

dr(t)=purdr+ordz 2)

7z

onde u € a taxa de crescimento (constante) e ¢ € a volatilidade (também
constante). No entanto, considerar que a taxa de juro de curto prazo se comporte
como o preco de uma a¢@o nao € uma suposicdo ideal. Uma diferenca importante
entre eles € que as taxas de juros, diferentemente dos precos das acdes, parecem
retroceder para certo nivel médio de longo prazo no decorrer do tempo. Esse
fendmeno, conhecido como tendéncia de retorno a média, ndo € captado pelo

modelo de Rendlemam e Bartter.



O modelo proposto por Vasicek [20], 1977, incorpora a tendéncia de reversdo a

média’, e tem a seguinte formulacdo:
dr(t)=a(b-r).dt+ocdz 3)

onde a taxa de curto prazo, r, reverte a uma taxa de longo prazo b, com velocidade
de reversdo a. Contudo, este modelo permite que as taxas de juros sejam

negativas.

Cox, Ingersoll e Ross [5], 1985, propuseram um modelo alternativo, em que as
taxas sdo sempre nao-negativas. O processo neutro ao risco para r em seu modelo

é:

dr ()=a (b-r).dt + 6 /r dz 4)

N

Ele possui o mesmo desvio de tendéncia de retorno a media do modelo de

Vasicek, mas o termo estocéstico possui desvio padrdo proporcional a Jr, o que
significa dizer que, conforme aumenta a taxa de juro de curto prazo, 0 mesmo
ocorre com seu desvio padrdo. Propuseram a raiz quadrada para a taxa de juros de
curto prazo no termo estocdstico, de modo a garantir a existéncia de taxas de juros

ndo negativas, sob a restri¢do 2ab >= o .

Jamshidian, [12], 1989, mostrou que as opcdes de titulos livres de risco sem
cupons podem ser avaliadas com o modelo de Vasicek. A partir do método
analitico proposto por Vasicek, Jamshidian desenvolveu uma férmula fechada

para o preco de uma opg¢ao européia3 de compra, com vencimento em T:
c=LP(t,s).N(h)- K.P(t,T).N(h-0) (5)

Os modelos de equilibrio citados até agora apresentam a desvantagem de ndo se

adequarem, automaticamente, a estrutura a termo corrente das taxas de juros

? De acordo com Hull [10], "H4 fortes argumentos econdmicos que favorecem o modelo com
retorno a média. Quando as taxas sdo altas, a economia tende a desacelerar, havendo menos
demanda por recursos por parte dos tomadores de empréstimo. Como resultado, as taxas caem.
Quando as taxas sdo baixas, tende a haver uma forte demanda por recursos por parte de tomadores
de empréstimo. Em conseqiiéncia, as taxas sobem."

3 A & s £ ) .

Uma opgdo ¢ dita européia quando seu exercicio s6 pode se dar na data de vencimento, ao
contrario das op¢des americanas, cujo exercicio pode se dar a qualquer momento, até a data de
vencimento.



(ETTJ). Para serem consistentes com a ETTJ de mercado, comecaram a ser
desenvolvidos modelos de ndo-arbitragens, que utilizam a estrutura inicial de

juros como um dado exégeno, derivando um processo para seu comportamento.

Nesta forma de abordagem, o modelo pioneiro foi o de Ho e Lee [9], 1986,
apresentado na forma de uma 4rvore binomial de precos de titulos®, conforme a

equagdo a seguir:
dr (t) =0 (t).dt + 6.dz (6)

onde a varidvel 0(t) define a direcdo média para a qual r se move no instante t, que
¢ independente do nivel de r. Como uma aproximacao, 0(t) € igual a F; (0,t), isto é,
a direcdo média para a qual a taxa de curto prazo estard se movendo no futuro é

aproximadamente igual a inclina¢@o da curva a termo instantinea.

Hull e White [11], 1990, desenvolveram um modelo estendido de Vasicek para
incorporar a tendéncia de reversao a média da taxa de juros, conceito este ausente
no modelo de Ho e Lee. A maioria dos modelos discutidos na literatura, até entdo,
envolvia apenas uma funcdo do tempo, 6(t). Alguns pesquisadores, como Hull e
White, sugeriram estender os modelos, tornando a taxa de retorno a média, a, ou a
volatilidade da taxa, ¢ , ou ambas, uma func¢do do tempo. Abaixo, a equacao do

modelo:

dr=a @—r dt +odz (7)
a

onde a constante a denota a taxa de reversao a média.

* Uma drvore de taxas de juro é uma representagdo em tempo discreto do processo estocastico para
a taxa de curto prazo, da mesma forma que uma arvore de precos de agdes é uma representagdo em
tempo discreto do processo seguido pelo preco da acdo. Se o intervalo de tempo numa arvore for
At, as taxas nela colocadas serdo as taxas continuamente capitalizadas do periodo At. Quando uma
arvore é construida, a suposicdo usual é que a taxa do periodo At siga 0 mesmo processo
estocdstico da taxa instantinea no modelo em tempo continuo correspondente. A principal
diferenca entre arvores de taxas de juro e de precos de agdes estd na forma de realizar o desconto.
Numa 4arvore de precos de agdes, a taxa de desconto costuma ser a mesma em cada né. Numa
arvore de taxa de juro, a taxa de desconto varia de n6 a né.



Posteriormente surgiram outros modelos mais elaborados, como o modelo néo-
estaciondrio proposto por Black, Derman & Toy [2], também em 1990, nos quais
a velocidade de reversdo 4 média, ou a volatilidade, ou ambos, sdo fungdes do

tempo. A equacdo de difusdo tem a forma:

dlogr =6 (1) + L(Z).Iogr Jdt+o(t).dz  (8)

o(t)

que € obtida aplicando-se o lema de Itd no logaritmo da func¢do de t e z(t), que

descreve a evolugdo das taxas de juro:

r(t)= M t)+olt)z) 9)

onde u (t) € a média da taxa de crescimento da taxa de juros spot entre dois
vértices, ¢ (t) € a volatilidade desta taxa de crescimento e z(t) é o processo de

Wiener padrao.

Em 1992, Heath, Jarrow e Morton [8] propuseram um modelo lognormal de dois
fatores para as taxas a termo. Trata-se de um modelo ndo-markoviano, ou seja,
para se conhecer o comportamento estocastico de r ao longo de um periodo curto
de tempo no futuro, € preciso conhecer o valor de r no inicio do periodo e sua

trajetdria para atingi-lo.

Optamos por trabalhar com o Modelo de Black, Derman & Toy [2], um dos mais
recomendados, em todo o mundo, para precificacdo de instrumentos derivativos
sobre taxas de juros. Silva [17] utilizou este modelo para precificar as antigas
opcdes sobre o Futuro de DI (Depdsitos Interfinanceiros), extintas em 1997, que
tinham caracteristicas bastante similares as das opcoes sobre LTN, que tratamos
no presente trabalho. Nas proximas trés se¢Oes apresentamos a sua concepcao e
modelagem, e, na se¢do 5, uma simulag@o da aplicagdo do modelo sobre op¢des
lancadas sobre Letras do Tesouro Nacional (LTN). Na se¢do 6 concluimos e

sugerimos alguns estudos adicionais.



2. O Modelo de Black, Derman & Toy [2]

A concepciao basica do modelo de B,D&T € a de que todos os pregos de titulos e
taxas dependem somente de um fator — a taxa de juros de curto prazo (taxa spot).
As estruturas correntes de taxas de longo prazo e suas volatilidades estimadas sdo
utilizadas para construir uma arvore de possiveis valores futuros para as taxas
spot. Esta arvore pode, entdo, ser usada para avaliar a sensibilidade a taxa de juros

dos titulos.

O modelo de um fator implica que todas as taxas de juros se movem na mesma
direcdo, durante qualquer intervalo pequeno de tempo, mas ndo na mesma
propor¢do. Isso ndo quer dizer, como se poderia supor, que haja um padrio
razoavelmente significativo de estruturas sob o modelo, ou que a curva de juros

possua sempre 0 mesmo formato.
As principais caracteristicas do modelo sdo:

1) trata-se de um modelo de fator dnico, ou seja, toda a estrutura a termo das

taxas de juros € explicada pela evolucgdo da taxa de juros de curto prazo;

il)  considera que, no vencimento, o ativo objeto tem preco determinado (o

processo apresenta reversdo a média);

iii)  a estrutura do modelo é binomial e 0o comportamento da taxa de juros de

curto prazo € log-normal.

Dessa forma, tem-se um modelo neutro em relagcdo a probabilidade de subida ou
descida da taxa de juros e construido a partir de uma estrutura a termo da taxa de
juros (ETTJ) previamente definida. As volatilidades das taxas de juros também
devem ser determinadas a priori . Ele pode ser usado para avaliar qualquer titulo

sensivel a mudancgas na taxa de juros.

Dada uma estrutura a termo e a arvore resultante de taxas spot, o modelo pode ser
utilizado para avaliar (aprecar) uma opcdo sobre um titulo (bond option).
Primeiramente sdo obtidos os precos futuros da obrigacdo para varios pontos ao
longo do tempo. Estes precos serdo utilizados para determinar os valores das

opcdes no vencimento.

10



Dados os valores de uma call ou de uma put no vencimento, seus valores
possiveis antes desta data podem ser obtidos pelo mesmo procedimento de
desconto usado para avaliar o titulo. O modelo também pode ser utilizado para

determinar a razdo do hedge para opg¢des.
Resumindo, o modelo possui trés caracteristicas chave:

1. Sua varidvel fundamental € a taxa spot, o Unico fator do modelo, cuja

mudanca guia todos os pregos dos titulos prefixados;

2. O modelo toma como input a estrutura a termo da taxa de juros (ETTJ) e

suas volatilidades associadas;

3. O modelo alterna uma variedade de médias e de volatilidades para a taxa
spot futura com o objetivo de igualar os inputs. A medida que a volatilidade futura

. aas ‘ 5
muda, a reversdo a média futura também muda’.

Por hipé6tese, mudancas em todos os rendimentos dos titulos sdo perfeitamente
correlacionadas; os retornos esperados de todas as obriga¢des durante um periodo
sdo iguais; as taxas spot a qualquer tempo sdo distribuidas lognormalmente (o que
implica ndo negatividade das mesmas); o processo apresenta reversdo a média e

nao existem taxas e corretagens.

Portanto, a varidvel-chave a ser modelada € a taxa de crescimento da taxa de juro,
ou seja, o retorno da taxa de juros. A estrutura do modelo é binomial e

recombinante (por constru¢do), o que o torna computacionalmente simples.

Implantacao/operacionalizacio
A estratégia para precificar op¢Oes sobre titulos de renda fixa serd a seguinte:

1) gerar uma arvore binomial de taxas de juros spot que seja compativel com a

estrutura a termo e volatilidade atuais, caminhando do presente para o futuro;

5 . p . R . .
Conceitualmente, um processo é denominado reversdo a média, se existe uma taxa de juros de
longo prazo para a qual tende a de curto prazo.

11



i1)  usando como critério a valoracdo neutra em relacdo ao risco, gerar uma
arvore binomial para os precos de diferentes maturidades a partir da arvore
binomial gerada para a taxa de juro spot, caminhando na direcao inversa do tempo

cronoldgico, ou seja, do futuro para o presente;

i) a partir da arvore de precos, gerar a arvore de precos das opcdes sob a
hipétese de valoracdo neutra ao risco, mais uma vez na dire¢do do futuro para o

presente;

iv) o preco da opcdo obtido no né inicial da arvore serd seu preco justo (livre

de ganhos de arbitragem).

3. Construindo a Arvore

Suponha que exista um titulo sensivel a mudangas na taxa de juros que valha S
hoje. Assuma que este pre¢o possa se mover para cima, para Su, ou para baixo,
para Sd, com igual probabilidade, durante o préximo periodo de tempo.A Figura 1
mostra as mudangas possiveis em S para um passo de 1-ano, comeg¢ando de um

estado aonde a taxa spot € r.

Su
>
Sd
Hoje Ane 1

Figura 1

O preco esperado de S um ano a partir de agora € %2 (Su + Sd). O retorno esperado
€ Y2 (Su + Sd) / S. Como se assumiu que todos os retornos esperados sdo iguais, e

porque se pode emprestar dinheiro a taxa r, deduz-se que:

12



lSu +lSd

§=2 2 (10)
1+r

onde r € a taxa spot hoje.

A éarvore de 1-passo (Figura 1) pode ser usada para referir-se aos precos de hoje
como os precos de um passo mais adiante. Similarmente, podem-se derivar precos
um passo no futuro de pregos dois passos no futuro. Assim, os precos hoje podem

referir-se aos precos dois passos adiante.

Seguindo este caminho, pode-se avaliar um titulo prefixado de qualquer
maturidade, desde que se construa uma arvore de taxas spot futuro longa o
suficiente. O processo comec¢a com o valor de face (na maturidade) da obrigacio
e, a partir dai, vai-se obtendo o preco a cada vértice anterior, descontando os
precos futuros usando a férmula de avaliacdo (10) e a taxa spot daquele né. Indo

para trés, até a raiz da arvore, chega-se ao preco hoje.

A partir de uma estrutura a termo (ETTJ) pré-definida, pode-se construir uma
arvore de taxas de juros binomial. Esta 4rvore nada mais é do que uma

representacao grafica de 1-periodo ou taxas spot ao longo do tempo.

Para estabelecermos uma notagdo, a Figura 2 mostra um exemplo de uma arvore
de taxas de juros binomial. Nesta drvore, cada vértice representa um periodo de
tempo igual a um (1) ano a partir do vértice a sua esquerda. Cada vértice €
designado pela letra N e um subscrito que indica o caminho que a taxa 1-ano
tomou para alcangar aquele vértice. L representa a mais baixa (lower) das duas

taxas 1-ano, e H representa a mais alta (higher).

13



V> wH
) Nyu
I.u
Ny
T . : 2 mL
N A Ny
N
N,
N 89
N,
Ano 0 Ano 1 Ano 2
Figura 2

N K

N K

r3,HHH

NHHH

r3,HHL

NHHL

r3,HLL

=

HLL

7"3 ,LLL

=

LLL

Ano 3

N ¥

N ¥

N ¥

A estrutura binomial e a hipétese de lognormalidade para as taxas de juros

implicam que os valores de r, e rg tém de satisfazer as seguintes equacoes:

Iy = ro.e"™

g =ro.e"°

Quando dividimos uma pela outra, temos:

2
Iy =14.67°

(11)

Para descrever a arvore em seu primeiro vértice, vamos utilizar as seguintes

notacoes:

0, = volatilidade assumida para a taxa 1-ano;

14
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r;L = a taxa l1-ano mais baixa (lower), um ano a partir de hoje (€ o rq), €
r;.g = a taxa 1-ano mais alta (higher), um ano a partir de hoje (€ o r,).

Aplicando a equacdo 11 na 4rvore da Figura 2, construimos a Figura 3 abaixo.

80

r,e
2 N
r,e®’
2 N yn
r,e*? N r,e®’
2 Ny 2 N
re*’ 3 r,e'?
NH z NHHL
o 7, : r,e’’ : re*’
3 N, N yan
N A r,e’’
NL z NHLL
N r N r,e’’
NLL ” NHLLL
A r
NLLL
A r,
NLLLL
Ano 0 Ano 1 Ano 2 Ano 3 Ano4
Figura 3

Para achar o valor de um preco do titulo em um vértice, deve-se, primeiro,
calcular o preco deste titulo nos dois vértices a sua direita (o processo € conhecido

como backward induction).

4. Obtendo as taxas spot a partir da ETTJ predefinida

A estrutura a termo das taxas de juros é cotada em rendimentos € nio em precos.
O rendimento anual y, hoje, de um N-anos zero, em termos de seu preco S, € dado

pelo y que satisfaga a equacao abaixo:

15



S :ﬂ (12)

(L+y)"

Similarmente, os rendimentos y, € yq um ano a partir de hoje, correspondentes aos

precos Su e Sd, sdo dados por:

100

(1 + yu,d )N_l

S.a= 13)

O que se pretende € obter as taxas spot que assegurem que a estrutura a termo do

modelo corresponda a estrutura a termo do mercado hoje.

eMetodologia para o cdlculo das taxas spot

Inicialmente obtém-se a taxa spot tnica igualando o rendimento 1-ano®, quando a
taxa spot coincide com o valor da taxa de retorno até o vencimento (yield). A
seguir, calculam-se as duas taxas spot l-ano igualando o rendimento e a
volatilidade 2-anos. E assim o processo continua, procurando-se sempre obter as
taxas spot para daqui a dois anos, trés anos, etc, até o final da maturidade do

titulo.

Vamos chamar as trés desconhecidas taxas spot ao final do segundo ano de ryy, ryg
e rqq. Os valores para estas trés taxas spot devem fazer com que o modelo atinja o
rendimento e a volatilidade de um titulo prefixado de 3 anos, sem pagamento de
cupons intermedidrios. Deve-se igualar, portanto, duas quantidades estimando trés
taxas spot. Isto contrasta com a obtengdo das taxas spot l-ano, aonde foram

igualadas duas quantidades com duas taxas.

Como regra, o processo de igualar duas quantidades com duas taxas spot tem

solugdo Unica; ou seja, existe somente um conjunto de valores para as taxas spot

® Por hipétese, estamos trabalhando com vértices anuais para apresentar o método. Na préxima
secdo faremos uma aplicacdo pratica utilizando uma Letra do Tesouro Nacional (LTN).
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que gera a correta igualdade. J4 o caso de se igualar duas quantidades com trés
taxas spot ndo apresenta solucdo Unica. Muitos conjuntos de trés taxas spot

produzem o rendimento e a volatilidade corretos.

Entretanto, o modelo assume que a taxa spot é log-normal, com uma volatilidade
(do log da variagdo da taxa spot) que depende somente do tempo. Um ano no
futuro, quando a taxa spot valer r, (r;g), a volatilidade € igual a Va.In(r,,/1ua);
quando a taxa for rq (r;r), a volatilidade serd igual a Y2.In(ryg/rqq). Como estas
volatilidades devem ser as mesmas (€ a do vértice), tem de ocorrer que Tyy/Tug =

. 2
Tud/Tad, OU S€ja, T"yq = Tyuldd-

N3ao € necessdrio, entdo, se fazer trés suposi¢des independentes para as taxas. A
intermedidria, 1,4, pode ser obtida a partir das outras duas. Isto significa dizer que,
no modelo, basta igualar duas taxas spot (ry, € rqq) com duas quantidades
(rendimento e volatilidade) de um titulo prefixado de 3 anos. E esta situacdo,

tipicamente, tem solugdo Unica.

O método da a solugdo para o célculo dos valores de uma arvore binomial, ndo
importando qudo grande for o seu prazo de maturidade. Por exemplo, vamos

calcular as taxas spot para um titulo prefixado de 3 anos (Figura 4):

7 100
40,
re
2 Ny
’/iezo-l s 100
N, ”
T 2 b ’fzezg2
s z NHL
n h Y 100
N, 2
h Y r,
NLL
A 100
Ano 0 Ano 1 Ano 2 Ano 3

Figura 4
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Valor do vértice Ny = 100/(1 + 1,.6*%)
Valor do vértice Ny, = 100/(1 + r2.e°%)
Valor do vértice Ny = 100/(1 + rp)

Valor do vértice Ny = [(Valor do vértice Nyyg + Valor do vértice Nyp).0,5])/ (1 +

1 H)

Valor do vértice N, = [(Valor do vértice Ny + Valor do vértice Ni1).0,5]/ (1 +

rL)
Valor do vértice N = [(Valor do vértice Ny + Valor do vértice Np).0,5]/ (1 + rp)

Célculo do S (férmula 12), que € o valor do vértice N, a raiz:

100
(1+y)

S =

O y vem da curva de juros (ETTJ) original, dado do problema, a yield para o

terceiro vértice.

N | —

100 100
1 40 + 20 :
tre " l+tnpe

1+’1,H

Vértice Ny =

100 100 | 1
o + .
l+re®® l4n ) 2

1+r1,L

Vértice N; =

(Vértice Ny + Vértice NL) .

N | =
%}

Vértice N =

1+r
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Através de método interativo e sabendo-se que as volatilidades (G) dos vértices
sdo dadas originalmente, junto com a ETTJ, chega-se ao resultado para r; (ou, de
acordo com a notagdo da Figura 2, rp11). A partir dai, obtemos as outras taxas do
vértice 2, utilizando a expressdao 11. Portanto, basta obter uma taxa por vértice
(utilizando o método interativo acima apresentado), que as outras taxas saem a
partir desta féormula 11, que deriva da equacdo que descreve a evolucdo da taxa de

juros (equagdo 9).

Utilizando procedimento similar, pode-se achar as taxas spot em 4rvores tdo

distantes quanto se queira.

5. Aplicando o modelo de B,D&T para Avaliacao de Opcoes sobre Letras do
Tesouro Nacional (LTN)

Como ativo referencial da operagdo trabalhamos com um titulo de renda fixa
prefixada, uma Letra do Tesouro Nacional (LTN), emitida em 07/05/2001, com
dois anos de maturidade. A data de exercicio das opgdes’ foi estipulada para seis
meses apds o langamento do titulo, seguindo praxe internacional®. O objetivo aqui

¢ precificar tais op¢des, utilizando o modelo de Black, Derman & Toy.

Para a construcdo da estrutura a termo das taxas de juros, em 07/05/2001, (Tabela
1, abaixo), foram utilizados dados do mercado futuro de DI-1dia (Depdsitos
Interfinanceiros), Swaps e Termo de DI negociados na BM&F - Bolsa de

Mercadorias & Futuros.

7 Serdo analisados os precos tanto para op¢io de compra (call) quanto para opgdo de venda (put).

¥ No Brasil ndo existe esta modalidade de opdes sobre titulos de renda fixa. O instrumento mais
préximo com esta caracteristica sio as opgdes lancadas sobre Indice de Taxa Média de Depésitos
Interfinanceiros de um dia (IDI) negociadas na Bolsa de Mercadorias & Futuros (BM&F), com
pouca liquidez. Veja SILVA [18]

19



TABELA 1 - CURVA DE JUROS DOMESTICA, EM 07/05/01

Vértices (semestrais) | Taxa Spot (%a.a.)
1 20,74
2 21,31
3 21,45
4 21,58

Quando ndo se tem o pre¢o de mercado negociado diretamente para os prazos dos
vértices desejados, recomendamos utilizar o método Cubic Spline para fazer a
interpolagdo dos valores, 0 método mais recomendado para este propdsito [14] e

[19].

A interpolacdo por spline € um processo de ajuste que gera um caminho suave
entre os pontos disponiveis. E, para isso, ele impde restri¢cdes para a determinacio
dos coeficientes dos polindmios a cada ligacdo entre dois pontos e entre o0s
polindmios consecutivos. Além de exigir que os polindmios passem pelo mesmo
ponto, exige que as primeiras derivadas de cada polindmio calculada neste ponto
sejam iguais e que exista a segunda derivada. Isto quer dizer que a reta que
tangencia o polindmio anterior é a mesma que tangencia o posterior, eliminando,
assim, os "bicos", além de dar uma maior suavidade as mudancgas de curvatura. Os

pontos passam a ser, portanto, inflexdes (ou mudangas de curvatura).

O spline, portanto, ¢ um conjunto de polindmios de baixo grau, conectados em
certos pontos chamados de nds (knots), de modo que formem uma funcdo
continua em um intervalo. Impdem-se limites sobre os nds para que o problema
tenha solucdo; tais restricdes buscam também garantir a suavidade da estimacgdo

total.

O spline mais comum na literatura financeira € o cubico. Para que as curvas a
termo sejam continuas, € preciso que a curva a vista tenha pelo menos uma
derivada continua. O spline quadritico é o de menor ordem para estimar uma
curva com essas propriedades. Além disso, se o objetivo for que a curva de juros a
termo seja continuamente diferencidvel, o spline de menor grau a ser utilizado

devera ser o cubico [19].
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5.1. Calculo do retorno da taxa de juros [15]

Sendo V o valor presente de um fluxo de caixa representativo de uma posicao
“taxa de juros prefixada”, composto de N fluxos F;, i=1,...N, r a taxa de juros de
capitalizacdo continua, R a taxa de juros no formato Bacen’, T; o prazo associado

ao fluxo i, temos:

_’z,l' r F

Fe ** —=r,=In(l+R )

C(1+R,)

e, fazendo r, =r, para simplificar a notagdo temos :

1; Y S T
V= ZF"e =S AV =Y = Z— —V Ar, (em primeira ordem)
= o =~ 252

Portanto, as variagdes relativas as taxas de juro sdo tomadas a partir da razdo das

taxas vigentes para um mesmo prazo, entre datas sucessivas e

Ary = h{ﬁ} (14)

I+R,_ 7

onde R, , € ataxa de juros anual com composi¢ao discreta (considerando 252 dias

lteis no ano) para a data t, a incorrer durante o prazo de T dias uteis.

5.2. Calculo da volatilidade da taxa de juros

Para o calculo da volatilidade, utilizamos o método do alisamento
(amortecimento) exponencial (EWMA — Exponentially Weighted Moving
Averages), que da prioridade aos fatos mais atuais, método recomendado pelo

sistema Riskmetrics.

% Taxa efetiva, anualizada, na hip6tese de 252 dias uteis no ano.
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Nao poderfamos utilizar as volatilidades implicitas as opg¢des, por ndo existir
mercado de opg¢des sobre titulos de renda fixa aqui no pais (ou seja, seria invidvel

qualquer procura amostral).

O uso da média mével exponencial das observacdes histéricas dos retornos
permite capturar, de forma bastante razodvel, a dindmica da volatilidade, onde as
tltimas observagdes recebem 0s maiores pesos para sua estimativa, permitindo a
rdpida absorcdo de um choque, com o aumento da volatilidade imediatamente
apds sua ocorréncia, bem como com o seu declinio, de forma exponencial, a

medida em que o peso dessa observacao € reduzido com o tempo.

Demonstracdo da forma recursiva do estimador com ponderacdo exponencial,

para facilitar os calculos:

Sendo p; o logaritmo neperiano do preco do ativo e r; sua rentabilidade, supde-se
, e, ~ N(0,1)

que: r, =p,—p, =0, &, com

As hipéteses sdo de variancias heteroceddsticas e autocorrelacionadas, sendo a
assuncdo de média zero para os retornos, embora ndo necessdria, adotada por

simplicidade.

A expressdo da média mével finita é dada por:

_[0=2) § [_jz
o (1-7)22 |7 (15)

O parametro A (O<A<1) é o fator de decaimento que, quanto menor, implica a

atribui¢do de um peso (o) maior aos dados mais recentes.

Uma propriedade interessante do estimador com ponderacido exponencial € que
podemos obté-lo de forma recursiva, assumindo que uma série infinita de dados

estd disponivel e que a média dos retornos € zero, como ¢é sugerido no

RiskMetrics.
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1

L,

it-1

+(1-Ar?

i1 i2

0?t+1|t :(1_2)217,‘2,_, :(1—/1)[}:2[ +ﬂ};i_1 +ﬂ,2nji_1 4. ]:
| =(1-Ar’ +/1(1—/1)[

B+ s A AT ]

e, portanto, O, =\/ﬂ.0,.2,,‘,,1+(1—/1).r,-,2, (10), que € a previsdo para t+1 da

volatilidade do ativo i, a partir das informacdes disponiveis até o tempo t.

Para este método do alisamento exponencial trabalhamos com o peso (o) igual a

~ . 1 . .
6% para a observagdo mais recente 0 (ou seja, A = 0,94) e utilizamos uma amostra

de 201 taxas de juros para periodos de 126 dias iteis (um semestre)'' , que geram

200 observagdes (retornos), coletadas no periodo imediatamente anterior ao leilao

simulado da LTN de 2 anos. Trabalhamos com conjunto de planilhas Excell e a

tabela abaixo apresenta os resultados obtidos:

TABELA 2 -Retornos das "taxas de juros de 126 dias tteis" e o célculo da sua

volatilidade
VOIaﬁ"dfd.e Retorno do dia
taxas de EWMA diaria Volatilidade | Expoente do Volatilidade = Raiz .
. Retornos N ao quadrado x . Anualizando a
recursiva 07/05/2001
14-jul-00 17,94 0,0000 0,0000
17-jul-00 17,61 -0,0028 0,0007 0,0109 200 1,9932E-12
18-jul-00 17,76 0,0012 0,0007 0,0116 199  3,9255E-13
19-jul-00 17,94 0,0015 0,0008 0,0127 198 6,7255E-13
20-jul-00 17,56 -0,0032 0,0011 0,0176 197 3,1688E-12
21-jul-00 17,44 -0,0010 0,0011 0,0175 196  3,2452E-13
24-abr-01 22,39 0,0004 0,0072 0,1150 8 5,1503E-09
25-abr-01 22,73 0,0027 0,0071 0,1120 7  2,9285E-07
26-abr-01 21,15 -0,0130 0,0075 0,1197 6 6,9615E-06
27-abr-01 20,36 -0,0066 0,0075 0,1188 5 1,8901E-06
30-abr-01 21,00 0,0054 0,0074 0,1171 4 1,3411E-06
02-mai-01 21,63 0,0051 0,0073 0,1152 3 1,3188E-06
03-mai-01 20,60 -0,0085 0,0073 0,1165 2 3,8144E-06
04-mai-01 20,32 -0,0023 0,0071 0,1133 1 3,0696E-07
07-mai-01] 20,72  0,0033] 0,0070] 0,1106 0  6,5460E-07] 0,0070| 0,1106

19 Valor recomendado pelo Riskmetrics [13].

"' para o célculo destas taxas foi utilizado o método Flat Forward. Este método, muito utilizado

pelos participantes do mercado, considera constantes as taxas a termo entre dois contratos
adjacentes. Ele também € conhecido como método “pro rata do fator diario”. [14].
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Assim, o cédlculo da volatilidade anual para a "taxa de juros de 126 dias uteis" ,

utilizando o método EWMA, deu igual a 11,06%.

Para transformar este valor em volatilidade semestral, o dividimos por raiz
quadrada de dois'?, que ddo 7,82% a.s.. Esta volatilidade serd mantida constante

para todos os vértices.
5.3 Taxas spot nos vértices semestrais, a partir da ETTJ dada (Tabela 1)
i) No

o= (1,2074) - 1 =0,098818

ii) N,
5= 1000 g4 3344
(1,2131)
1 1000 , 1[1000
2\ 1+ 7.7 ) 2\ 144
824,3344 =

1,098818

Trata-se de uma equagdo com uma incgnita. Conforme comentamos, dada a sua
ndo linearidade, ndo existe uma forma de isolar r;. Para resolvé-la é necessario o
uso de métodos numéricos, tais como a interpolagdo de Newton-Raphson ou o

método da bissecao.

r; = 0,095943 (método interativo)

12 Volatilidade de N dias = Volatilidade Didria x (N) 2
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Utilizando a equacdo 11, obtemos a outra taxa deste vértice:

rin = 0,095943 x e 7% = 0,112186

11,2186
90,8818
9,5943
Figura 5
iy Na
S = LOO3 =747,1430
(1,2145)

747,1430=+(((500/(1+12 .. *EXP(4*0,0782))+500/ (14121 . * EXP(2%0,0782)))/1,11
2186+((500/(1+r>, LL*EXP (2*0,0782))+500/(1+1>,
11))/1,095943))*(1/2))/1,098818.

Utilizando método interativo, o valor do ;11 convergiu para 0,087970. A partir

dai, utilizando a equacdo 11, obtemos as outras taxas do vértice:
ro. = 0,087970 x e **7** = 0,102863

0,120277

ro.nm = 0,102863 x ¢ »0078
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Esquematizando as taxas calculadas até o presente vértice (3°):

12,0277
11,2186 <
9,8818 < 10,2863
9,5043 <
8,7970
Figura 6

S = 1000 = 676,5123

(1,2158)
r3L = 0,082102 (método interativo)

r3u = 0,082102 x e %% = 0,096001

0,112254

r3 L = 0,096001 x e 20078

ranmn = 0,112254 x e 20972 = 0,131258
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A ARVORE COMPLETA DAS TAXAS SPOT (ao semestre)

13,1258
12,0277 <
11,2186 < 11,2254
9,8818 < 10,2863 <
9,5943 < 9,6001
8,7970 <
8.2102
sem. 0 sem. 1 sem. 2 sem. 3

Figura 7

A ARVORE COMPLETA DOS PRECOS DO TITULO (vértices semestrais)

1000
883,9716 <
795,8062 < 1000
726,9783 < 899,0752 <
676,5121 < 821,2639 < 1000
759,7490 < 912,4079 <
844,0192 < 1000
924,1273 <
1000
sem. 0 sem. 1 sem.?2 sem.3 sem.4
Figura 8
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5.4. Precificando as Opcoes

Nesta simula¢@o, o vencimento da opcao dar-se-a seis meses apds seu langcamento,
e seu prego de exercicio serd afixado em R$743,3637, o preco “at the money” , de
acordo com os resultados calculados pelo modelo (a média aritmética dos dois

precos: in the money , R$759,7490, e out of the money, R$726,9783).

No vencimento, a op¢do de compra (call) tera valor (opcdo in the money) se o
titulo estiver valendo mais do que seu preco de exercicio, ou seja, os R$759,7490,
no caminho das taxas de juros decrescentes". E o valor da call serd a diferenca
entre o preco do titulo e o preco de exercicio, ou seja, 759,7490 —743,3637 =
R$16,3854.

A call estard out of the money (portanto, valendo ZERO), se o titulo estiver sendo
negociado a R$726,9783 no vencimento (no caminho das taxas ascendentes de

juros).

Conhecendo os valores possiveis da call no vencimento, utilizamos a férmula de

avaliacdo (equagdo 10) para encontrar seu valor hoje.

Arvore dos Valores da Call

0,00
7.46 <::::::
16,39
O calculo realizado:

1 1
—(0,00)+ —(16,39
! (000)+ 1 1639)

= 7,46
1,098818

5 A compra da call fornece ao titular um hedge (protecio) contra a baixa das taxas de juros.
Assim, no caso dos titulos prefixados, a call deve ser comprada pelo emissor.
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No vencimento, a op¢do de venda (put) terd valor (opgdo in the money) se o titulo
estiver valendo menos do que seu preco de exercicio, ou seja, os R$726,9783, no
caminho das taxas de juros crescentes'®. E seu valor serd a diferenca entre o preco

de exercicio e o preco do titulo, ou seja, 743,3637 — 726,9783 = R$16,3854.

A put estard out of the money e, portanto, valendo ZERO, se o titulo estiver sendo
negociado a R$759,7490 no vencimento (no caminho das taxas descendentes de

juros).

Como fizemos com a call , utilizamos a férmula 10, de avaliacdo, para encontrar o

valor da put hoje.

Arvore dos Valores da Put

16,39
7,46
0,00

O calculo realizado:

1 1
—116,39) + —(0,00
! (1639)+ L (0.00)

=17,46
1,098818

Os valores da put e da call deram iguais nesta simulacdo porque escolhemos o
valor de vencimento das op¢des como sendo o valor at the money, por ser 0 mais
imparcial possivel. E, neste caso, o valor de exercicio serd a média aritmética dos

dois valores possiveis neste vértice, ou seja, eqiiidistante deles.

Imaginemos, agora, uma simulacdo em que a opcdo tivesse seu prazo de
maturidade estipulado para um (01) ano, com os mesmos dados do titulo e das
taxas utilizados. Mantendo os vértices semestrais, para dar maior acuidade aos

célculos, o valor de vencimento seria igual a R$821,2639 (o preco at the money).

4 A compra da put fornece ao titular um hedge (protecio) contra a alta das taxas de juros. Assim,
no caso dos titulos prefixados, a put deve ser comprada pelo investidor.
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O preco da call no vencimento (na hipétese de exercicio) seria igual a
R$844,0192 - R$821,2639, que ddao R$ 22,7553, enquanto que a put teria seu
preco, no caso de exercicio, igual a R$821,2639 - R$795,8062 = R$25,4577. Ao
trazé-los a valor presente, a call teria seu valor, hoje, igual a R$4,72 e a put

R$5,21.

6. Razao de Hedge das Opcoes (Calculo do Delta)

Um portfolio estard protegido se o delta' deste for igual a zero, indicando que o
valor do portfolio ndo se altera para pequenas mudangas no preco do ativo-objeto.
Uma carteira contendo op¢des mais o ativo subjacente € dita delta neutro quando a

soma do delta das opcdes mais a quantidade do ativo subjacente € zero.

No nosso caso particular, onde estamos analisando titulos de renda fixa e opcdes
sobre eles, quando a taxa de juros se altera, muda o preco do titulo e o preco das

opcoes.

Para uma call valendo C sobre um titulo com preco T, a razdo de hedge € igual a:

A, = M (16)
Tu - Td

onde C, e Cy4 sd@o os valores da call um periodo a partir de hoje, na arvore

correspondente as possiveis taxas spot 1 € rq.

Para o célculo do delta para as puts, basta trocar o C por P na equacgao 16:

A, =—— A7)

150 coeficiente delta (A) é uma medida da taxa de variagdo de determinado ativo (ou carteira)
derivado (opg¢des), em relacdo a variacdes no(s) ativo(s) subjacente(s). O delta (A) estuda a
proporg¢do dessas variacdes, isto é, em quantas unidades monetarias varia o prémio da opg¢ao, dada
uma variag@o no preco do ativo objeto.
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Temos :

Ty—Ta = 726,9783 —759,7490 = - 32,7707
Cy—Cq = 0,00 - 16,39 = -16,39

P, - P4 = 16,39 - 0,00 = 16,39

Levando estes valores nas equagdes acima, temos, como razdo de hedge:

1

L R
-32,77

il = 1639 _ 0,50 e,
32,77

O que os nimeros dizem é que, para cada 500.00 titulos vendidos, o emissor deve
comprar 1.000.000 de opg¢des de compra, para ficar com delta neutro, ou seja,

protegido contra alteracdes na taxa de juros (no caso, a queda lhe € prejudicial).

E o investidor, para cada 500.000 titulos comprados, deve adquirir 1.000.000 de
opcdes de venda, para se proteger contra alteracdes na taxa de juros (no caso, a

alta lhe € prejudicial).

7. Conclusao

Uma das vantagens do modelo de B,D&T € sua simplicidade operacional. Os
passos apresentados devem ser implementados em um cédigo de computador que
seja capaz de gerar, rapidamente, uma arvore de taxas com o nimero de vértices
que se desejar. Uma vez construida esta arvore, a precificacdo de qualquer

derivativo definido sobre a estrutura a termo se torna relativamente facil.

Como nao existe este mercado de opgdes sobre titulos de renda fixa no pais, ndo
pudemos testar, empiricamente, se os precos calculados pelo modelo convergem

para seus valores "justos", isto €, de ndo arbitragem, premissa do modelo.
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Existe a intencdo de, em um momento futuro, o governo se valer deste
instrumental para tentar revitalizar o mercado secundério de titulos publicos, e,
com isto, reduzir o custo de financiamento da divida publica mobilidria federal
interna, conforme comentamos na introducao. Caso isto ocorra, o uso das técnicas
aqui apresentadas serd de extrema valia para a precificacdo destas opgdes e, na
seqiiéncia das emissdes, o modelo poderd, finalmente, ser testado empiricamente,

podendo ser "calibrado" para o mercado doméstico.

Como sugestdo para novos estudos, em mercados mais gerais faz-se necessdria a
utilizacdo de modelos mais avancados, multi-fatores com volatilidade estocastica
e, as vezes, ndao markoviano, como, por exemplo, o modelo HIM [8],
desenvolvido em 1992 por Heath, Jarrow e Morton, que propuseram um modelo

lognormal de dois fatores para as taxas a termo.
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