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Resumo 
 

Este artigo apresenta uma aplicação do modelo de 
Black,Derman&Toy (B,D&T) à precificação de opções sobre títulos 
de renda fixa. Trata-se de um modelo não-estacionário, aonde a 
velocidade de reversão á média, ou a volatilidade, ou ambas, são 
funções do tempo. O modelo possibilita o cálculo do preço livre de 
arbitragem de contratos derivativos relacionados à estrutura a termo 
das taxas de juros. A hipótese básica é de que a taxa de juros spot 
segue um passeio aleatório lognormal (lognormal randomwalk). 
Utiliza uma árvore binomial recombinante para simular o processo 
estocástico suposto. Esta árvore é construída de forma a ser 
consistente com a curva de juros inicialmente observada no mercado. 
Os resultados obtidos foram consistentes, porém como não existe este 
tipo de opção no Brasil, não pudemos comparar as respostas 
fornecidas pelo modelo com preços negociados em mercado. 
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1. Introdução 

A escolha do assunto deste artigo originou-se do conjunto de medidas anunciadas 

pelo Banco Central do Brasil e Secretaria do Tesouro Nacional, no dia 4 de 

novembro de 1999, na cartilha “Propostas para o Aprimoramento dos Mercados 

Primário e Secundário da Dívida Pública Mobiliária”1. Este documento resultou 

de ampla consulta realizada junto aos participantes de mercado. 

O objetivo das medidas anunciadas pelos órgãos governamentais foi o de atualizar 

as práticas vigentes do mercado aberto, com a adaptação de novos instrumentos e 

procedimentos para recuperar e retomar o dinamismo do mercado da dívida 

pública mobiliária interna, assegurando maior liquidez e visibilidade às operações 

com títulos públicos federais no mercado secundário. 

Procurou-se, portanto, instrumentos e procedimentos alternativos que reduzissem 

o prêmio na colocação dos títulos em ofertas públicas conduzidas no mercado 

primário, permitindo a diminuição do custo de financiamento da dívida pública 

mobiliária interna. 

Com o lançamento das opções de venda (put) sobre os títulos públicos federais, o 

Tesouro Nacional, ao criar um limitador de perda para os detentores desses títulos, 

estaria proporcionando um mecanismo para a redução do risco do mercado, 

reduzindo, conseqüentemente, o custo de financiamento da dívida pública 

mobiliária federal interna. 

A mais famosa teoria sobre o valor de uma opção está apresentada no trabalho de 

Black e Scholes [3], conhecido como o Modelo de Black & Scholes (MB&S). O 

modelo foi desenvolvido logo após o início das atividades do Chicago Board 

Options Exchange (CBOE), em 1973, e parte do pressuposto de que o ativo objeto 

tem um comportamento estocástico contínuo, na forma de Movimento 

Geométrico Browniano. Isto quer dizer que a distribuição probabilística dos 

preços do ativo objeto, em uma data futura, é log-normal e, por conseqüência, a 

distribuição probabilística das taxas de retorno, calculadas de forma contínua e 

composta entre duas datas, é normal. O modelo admite, também, que a taxa de 

                                            
1 www.bcb.gov.br 



 
5

juros é constante durante a vida da opção, que o ativo objeto não paga dividendos 

durante a maturidade da opção e que a volatilidade do preço do ativo objeto é 

constante. 

Por sua fácil implementação, por seus resultados serem de fácil análise e, 

principalmente, pelo seu rigor teórico, o MB&S se tornou um dos modelos mais 

usados, em todo o mundo, para a precificação de opções, virando padrão de 

mercado, ou seja, todos os outros tomam-no como critério de comparação para 

verificar a sua acuidade. Entretanto, ele é mais bem aplicado aos ativos de renda 

variável (opções de ações negociadas em bolsas de valores, por exemplo), o que 

não é o nosso caso neste trabalho.  

Os principais motivos que nos fizeram rejeitar o MB&S para a precificação de 

opções sobre títulos de renda fixa foram:  

i) a distribuição de probabilidade dos preços assumida pelo modelo considera 

que estes preços possam tomar qualquer valor positivo (entretanto, os títulos 

prefixados têm um valor preestabelecido de vencimento, ou seja, este é seu valor 

limite de negociação); 

ii) a pressuposição da constância da taxa spot ao longo da vida da opção (quando 

é exatamente ela quem deve ser modelada); 

iii) a constância da variância ao longo da vida da opção (para títulos de renda fixa, 

a volatilidade declina à medida que o título se aproxima da data de seu 

vencimento). 

Devido ao sucesso do MB&S e da conseqüente familiaridade com a suposição 

lognormal deste modelo, bem como o uso da volatilidade como medida de 

incerteza, surgiram tentativas de estender esta metodologia a derivativos de taxa 

de juros. A primeira extensão do modelo de B&S na área de taxa de juros foi o 

modelo de Black [1], originalmente desenvolvido para avaliar opções sobre 

futuros de commodities e, posteriormente, aplicado para opções de títulos de 

renda fixa.  

Mas as desvantagens do modelo de B&S para precificar opções sobre títulos de 

renda fixa continuavam com o modelo de Black, como a pressuposição de taxas 
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de juros não estocásticas e volatilidade constante. Com o intuito de superar tais 

limitações foram desenvolvidos modelos que, a partir de pressupostos acerca de 

variáveis macroeconômicas, descrevem o processo estocástico para a taxa livre de 

risco de curto prazo, r, num ambiente de neutralidade ao risco. 

Inicialmente os modelos de precificação de ativos foram aplicados aos estudos das 

taxas de juros em uma tentativa de modelar uma estrutura a termo pressupondo 

incerteza estocástica. Desta forma, a taxa de juros de curto prazo foi definida 

como a geradora do movimento de toda a estrutura a termo. Esta taxa de curto 

prazo foi modelada como um processo de Itô em um mundo neutro ao risco: 

dr = m(r). dt + s(r). dz  (1) 

Assume-se que o desvio instantâneo, m, e que o desvio padrão instantâneo, s, 

sejam funções determinísticas de r, mas independentes do tempo, e dz é a variação 

infinitesimal do ativo, que segue o processo de Wiener. 

Um dos modelos pioneiros na área foi o proposto por Rendleman e Barter [16], 

1980, que trata as taxas de juros de modo similar aos preços dos ativos, como 

ações: 

dr (t) = µ r dr + σ r dz (2) 

onde µ é a taxa de crescimento (constante) e σ é a volatilidade (também 

constante). No entanto, considerar que a taxa de juro de curto prazo se comporte 

como o preço de uma ação não é uma suposição ideal. Uma diferença importante 

entre eles é que as taxas de juros, diferentemente dos preços das ações, parecem 

retroceder para certo nível médio de longo prazo no decorrer do tempo. Esse 

fenômeno, conhecido como tendência de retorno à média, não é captado pelo 

modelo de Rendlemam e Bartter. 
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O modelo proposto por Vasicek [20], 1977, incorpora a tendência de reversão à 

média2, e tem a seguinte formulação: 

dr (t) = a (b-r).dt + σ dz (3) 

onde a taxa de curto prazo, r, reverte a uma taxa de longo prazo b, com velocidade 

de reversão a. Contudo, este modelo permite que as taxas de juros sejam 

negativas. 

Cox, Ingersoll e Ross [5], 1985, propuseram um modelo alternativo, em que as 

taxas são sempre não-negativas. O processo neutro ao risco para r em seu modelo 

é: 

dr (t)= a (b-r).dt + σ r  dz (4) 

Ele possui o mesmo desvio de tendência de retorno à media do modelo de 

Vasicek, mas o termo estocástico possui desvio padrão proporcional a r , o que 

significa dizer que, conforme aumenta a taxa de juro de curto prazo, o mesmo 

ocorre com seu desvio padrão. Propuseram a raiz quadrada para a taxa de juros de 

curto prazo no termo estocástico, de modo a garantir a existência de taxas de juros 

não negativas, sob a restrição 2ab >= σ2 . 

Jamshidian, [12], 1989, mostrou que as opções de títulos livres de risco sem 

cupons podem ser avaliadas com o modelo de Vasicek. A partir do método 

analítico proposto por Vasicek, Jamshidian desenvolveu uma fórmula fechada 

para o preço de uma opção européia3 de compra, com vencimento em T: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5.,.., PhNTtPKhNstPLc σ−−=  

Os modelos de equilíbrio citados até agora apresentam a desvantagem de não se 

adequarem, automaticamente, à estrutura a termo corrente das taxas de juros 

                                            
2 De acordo com Hull [10], "Há fortes argumentos econômicos que favorecem o modelo com 
retorno à média. Quando as taxas são altas, a economia tende a desacelerar, havendo menos 
demanda por recursos por parte dos tomadores de empréstimo. Como resultado, as taxas caem. 
Quando as taxas são baixas, tende a haver uma forte demanda por recursos por parte de tomadores 
de empréstimo. Em conseqüência, as taxas sobem." 
  
3 Uma opção é dita européia quando seu exercício só pode se dar na data de vencimento, ao 
contrário das opções americanas, cujo exercício pode se dar a qualquer momento, até a data de 
vencimento. 
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(ETTJ). Para serem consistentes com a ETTJ de mercado, começaram a ser 

desenvolvidos modelos de não-arbitragens, que utilizam a estrutura inicial de 

juros como um dado exógeno, derivando um processo para seu comportamento. 

Nesta forma de abordagem, o modelo pioneiro foi o de Ho e Lee [9], 1986, 

apresentado na forma de uma árvore binomial de preços de títulos4, conforme a 

equação a seguir: 

dr (t) = θ (t).dt + σ.dz    (6) 

onde a variável θ(t) define a direção média para a qual r se move no instante t, que 

é independente do nível de r. Como uma aproximação, θ(t) é igual a Ft (0,t), isto é, 

a direção média para a qual a taxa de curto prazo estará se movendo no futuro é 

aproximadamente igual à inclinação da curva a termo instantânea. 

Hull e White [11], 1990, desenvolveram um modelo estendido de Vasicek para 

incorporar a tendência de reversão à média da taxa de juros, conceito este ausente 

no modelo de Ho e Lee. A maioria dos modelos discutidos na literatura, até então, 

envolvia apenas uma função do tempo, θ(t). Alguns pesquisadores, como Hull e 

White, sugeriram estender os modelos, tornando a taxa de retorno à média, a, ou a 

volatilidade da taxa, σ , ou ambas, uma função do tempo. Abaixo, a equação do 

modelo: 

( ) ( )7dzdtr
a

t
adr σθ +



 −=  

onde a constante a denota a taxa de reversão à média. 

                                            

4 Uma árvore de taxas de juro é uma representação em tempo discreto do processo estocástico para 
a taxa de curto prazo, da mesma forma que uma árvore de preços de ações é uma representação em 
tempo discreto do processo seguido pelo preço da ação. Se o intervalo de tempo numa árvore for 
∆t, as taxas nela colocadas serão as taxas continuamente capitalizadas do período ∆t. Quando uma 
árvore é construída, a suposição usual é que a taxa do período ∆t siga o mesmo processo 
estocástico da taxa instantânea no modelo em tempo contínuo correspondente. A principal 
diferença entre árvores de taxas de juro e de preços de ações está na forma de realizar o desconto. 
Numa árvore de preços de ações, a taxa de desconto costuma ser a mesma em cada nó. Numa 
árvore de taxa de juro, a taxa de desconto varia de nó a nó. 
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Posteriormente surgiram outros modelos mais elaborados, como o modelo não-

estacionário proposto por Black, Derman & Toy [2], também em 1990, nos quais 

a velocidade de reversão á média, ou a volatilidade, ou ambos, são funções do 

tempo. A equação de difusão tem a forma: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )8.dt..
,

dzt
t

t
t σ

σ
σθ +








+= rlogrlogd  

que é obtida aplicando-se o lema de Itô no logaritmo da função de t e z(t), que 

descreve a evolução das taxas de juro: 

( ) ( ) ( ) ( ) )9(. tzttetr σµ +=  

onde µ (t) é a média da taxa de crescimento da taxa de juros spot entre dois 

vértices, σ (t) é a volatilidade desta taxa de crescimento e z(t) é o processo de 

Wiener padrão. 

Em 1992, Heath, Jarrow e Morton [8] propuseram um modelo lognormal de dois 

fatores para as taxas a termo. Trata-se de um modelo não-markoviano, ou seja, 

para se conhecer o comportamento estocástico de r ao longo de um período curto 

de tempo no futuro, é preciso conhecer o valor de r no início do período e sua 

trajetória para atingi-lo. 

Optamos por trabalhar com o Modelo de Black, Derman & Toy [2], um dos mais 

recomendados, em todo o mundo, para precificação de instrumentos derivativos 

sobre taxas de juros. Silva [17] utilizou este modelo para precificar as antigas 

opções sobre o Futuro de DI (Depósitos Interfinanceiros), extintas em 1997, que 

tinham características bastante similares às das opções sobre LTN, que tratamos 

no presente trabalho. Nas próximas três seções apresentamos a sua concepção e 

modelagem, e, na seção 5, uma simulação da aplicação do modelo sobre opções 

lançadas sobre Letras do Tesouro Nacional (LTN). Na seção 6 concluímos e 

sugerimos alguns estudos adicionais. 
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2. O Modelo de Black, Derman & Toy [2] 

A concepção básica do modelo de B,D&T é a de que todos os preços de títulos e 

taxas dependem somente de um fator – a taxa de juros de curto prazo (taxa spot). 

As estruturas correntes de taxas de longo prazo e suas volatilidades estimadas são 

utilizadas para construir uma árvore de possíveis valores futuros para as taxas 

spot. Esta árvore pode, então, ser usada para avaliar a sensibilidade à taxa de juros 

dos títulos. 

O modelo de um fator implica que todas as taxas de juros se movem na mesma 

direção, durante qualquer intervalo pequeno de tempo, mas não na mesma 

proporção. Isso não quer dizer, como se poderia supor, que haja um padrão 

razoavelmente significativo de estruturas sob o modelo, ou que a curva de juros 

possua sempre o mesmo formato. 

As principais características do modelo são: 

i) trata-se de um modelo de fator único, ou seja, toda a estrutura a termo das 

taxas de juros é explicada pela evolução da taxa de juros de curto prazo; 

ii) considera que, no vencimento, o ativo objeto tem preço determinado (o 

processo apresenta reversão à média); 

iii) a estrutura do modelo é binomial e o comportamento da taxa de juros de 

curto prazo é log-normal. 

Dessa forma, tem-se um modelo neutro em relação à probabilidade de subida ou 

descida da taxa de juros e construído a partir de uma estrutura a termo da taxa de 

juros (ETTJ) previamente definida. As volatilidades das taxas de juros também 

devem ser determinadas a priori . Ele pode ser usado para avaliar qualquer título 

sensível a mudanças na taxa de juros. 

Dada uma estrutura a termo e a árvore resultante de taxas spot, o modelo pode ser 

utilizado para avaliar (apreçar) uma opção sobre um título (bond option). 

Primeiramente são obtidos os preços futuros da obrigação para vários pontos ao 

longo do tempo. Estes preços serão utilizados para determinar os valores das 

opções no vencimento.  
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Dados os valores de uma call ou de uma put no vencimento, seus valores 

possíveis antes desta data podem ser obtidos pelo mesmo procedimento de 

desconto usado para avaliar o título. O modelo também pode ser utilizado para 

determinar a razão do hedge para opções. 

Resumindo, o modelo possui três características chave: 

1.  Sua variável fundamental é a taxa spot, o único fator do modelo, cuja 

mudança guia todos os preços dos títulos prefixados; 

2. O modelo toma como input a estrutura a termo da taxa de juros (ETTJ) e 

suas volatilidades associadas; 

3. O modelo alterna uma variedade de médias e de volatilidades para a taxa 

spot futura com o objetivo de igualar os inputs. À medida que a volatilidade futura 

muda, a reversão à média futura também muda5. 

Por hipótese, mudanças em todos os rendimentos dos títulos são perfeitamente 

correlacionadas; os retornos esperados de todas as obrigações durante um período 

são iguais; as taxas spot a qualquer tempo são distribuídas lognormalmente (o que 

implica não negatividade das mesmas); o processo apresenta reversão à média e 

não existem taxas e corretagens. 

Portanto, a variável-chave a ser modelada é a taxa de crescimento da taxa de juro, 

ou seja, o retorno da taxa de juros. A estrutura do modelo é binomial e 

recombinante (por construção), o que o torna computacionalmente simples. 

 

Implantação/operacionalização 

A estratégia para precificar opções sobre títulos de renda fixa será a seguinte: 

i) gerar uma árvore binomial de taxas de juros spot que seja compatível com a 

estrutura a termo e volatilidade atuais, caminhando do presente para o futuro; 

                                            
5 Conceitualmente, um processo é denominado reversão à média, se existe uma taxa de juros de 
longo prazo para a qual tende a de curto prazo.  
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ii) usando como critério a valoração neutra em relação ao risco, gerar uma 

árvore binomial para os preços de diferentes maturidades a partir da árvore 

binomial gerada para a taxa de juro spot, caminhando na direção inversa do tempo 

cronológico, ou seja, do futuro para o presente; 

iii) a partir da árvore de preços, gerar a árvore de preços das opções sob a 

hipótese de valoração neutra ao risco, mais uma vez na direção do futuro para o 

presente; 

iv) o preço da opção obtido no nó inicial da árvore será seu preço justo (livre 

de ganhos de arbitragem). 

 

3. Construindo a Árvore 

Suponha que exista um título sensível a mudanças na taxa de juros que valha S 

hoje. Assuma que este preço possa se mover para cima, para Su, ou para baixo, 

para Sd, com igual probabilidade, durante o próximo período de tempo.A Figura 1 

mostra as mudanças possíveis em S para um passo de 1-ano, começando de um 

estado aonde a taxa spot é r. 

Figura 1 

 

O preço esperado de S um ano a partir de agora é ½ (Su + Sd). O retorno esperado 

é ½ (Su + Sd) / S. Como se assumiu que todos os retornos esperados são iguais, e 

porque se pode emprestar dinheiro à taxa r, deduz-se que: 
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onde r é a taxa spot hoje. 

A árvore de 1-passo (Figura 1) pode ser usada para referir-se aos preços de hoje 

como os preços de um passo mais adiante. Similarmente, podem-se derivar preços 

um passo no futuro de preços dois passos no futuro. Assim, os preços hoje podem 

referir-se aos preços dois passos adiante.  

Seguindo este caminho, pode-se avaliar um título prefixado de qualquer 

maturidade, desde que se construa uma árvore de taxas spot futuro longa o 

suficiente. O processo começa com o valor de face (na maturidade) da obrigação 

e, a partir daí, vai-se obtendo o preço a cada vértice anterior, descontando os 

preços futuros usando a fórmula de avaliação (10) e a taxa spot daquele nó. Indo 

para trás, até a raiz da árvore, chega-se ao preço hoje. 

 A partir de uma estrutura a termo (ETTJ) pré-definida, pode-se construir uma 

árvore de taxas de juros binomial. Esta árvore nada mais é do que uma 

representação gráfica de 1-período ou taxas spot ao longo do tempo. 

Para estabelecermos uma notação, a Figura 2 mostra um exemplo de uma árvore 

de taxas de juros binomial. Nesta árvore, cada vértice representa um período de 

tempo igual a um (1) ano a partir do vértice à sua esquerda. Cada vértice é 

designado pela letra N e um subscrito que indica o caminho que a taxa 1-ano 

tomou para alcançar aquele vértice. L representa a mais baixa (lower) das duas 

taxas 1-ano, e H representa a mais alta (higher).  

)10(
1

2

1

2

1

r

SdSu
S

+

+
=
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Figura 2 

A estrutura binomial e a hipótese de lognormalidade para as taxas de juros 

implicam que os valores de ru e rd têm de satisfazer às seguintes equações: 

ru = ro.e
µ+σ 

rd = ro.e
µ-σ 

Quando dividimos uma pela outra, temos: 

ru = rd.e
2σ (11) 

Para descrever a árvore em seu primeiro vértice, vamos utilizar as seguintes 

notações: 

σ1 = volatilidade assumida para a taxa 1-ano; 
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r1,L = a taxa 1-ano mais baixa (lower), um ano a partir de hoje (é o rd), e 

r1,H = a taxa 1-ano mais alta (higher), um ano a partir de hoje (é o ru). 

Aplicando a equação 11 na árvore da Figura 2, construímos a Figura 3 abaixo.  

       

 HHHHN

er σ8
4  

     

 HHHN

er σ6
3  

  

   

 HHN

er σ4
2  

   
 

HHHLN

er σ6
4  

  

HN

er σ2
1  

   
 

HHLN

er σ4
3  

  

N

r0   
 

  
 

HLN

er σ2
2  

   
 

HHLLN

er σ4
4  

  

LN

r1  
   

 
HLLN

er σ2
3  

  

    

LLN

r2  
   

 
HLLLN

er σ2
4  

      

LLLN

r3  
  

        

LLLLN

r4  

Ano 0  Ano 1  Ano 2  Ano 3  Ano4 

Figura 3 

Para achar o valor de um preço do título em um vértice, deve-se, primeiro, 

calcular o preço deste título nos dois vértices à sua direita (o processo é conhecido 

como backward induction). 

 

4. Obtendo as taxas spot a partir da ETTJ predefinida 

A estrutura a termo das taxas de juros é cotada em rendimentos e não em preços. 

O rendimento anual y, hoje, de um N-anos zero, em termos de seu preço S, é dado 

pelo y que satisfaça a equação abaixo: 
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Similarmente, os rendimentos yu e yd um ano a partir de hoje, correspondentes aos 

preços Su e Sd, são dados por: 

 

O que se pretende é obter as taxas spot que assegurem que a estrutura a termo do 

modelo corresponda à estrutura a termo do mercado hoje.  

 

•Metodologia para o cálculo das taxas spot 

Inicialmente obtém-se a taxa spot única igualando o rendimento 1-ano6, quando a 

taxa spot coincide com o valor da taxa de retorno até o vencimento (yield). A 

seguir, calculam-se as duas taxas spot 1-ano igualando o rendimento e a 

volatilidade 2-anos. E assim o processo continua, procurando-se sempre obter as 

taxas spot para daqui a dois anos, três anos, etc, até o final da maturidade do 

título. 

Vamos chamar as três desconhecidas taxas spot ao final do segundo ano de ruu, rud 

e rdd. Os valores para estas três taxas spot devem fazer com que o modelo atinja o 

rendimento e a volatilidade de um título prefixado de 3 anos, sem pagamento de 

cupons intermediários. Deve-se igualar, portanto, duas quantidades estimando três 

taxas spot. Isto contrasta com a obtenção das taxas spot 1-ano, aonde foram 

igualadas duas quantidades com duas taxas. 

Como regra, o processo de igualar duas quantidades com duas taxas spot tem 

solução única; ou seja, existe somente um conjunto de valores para as taxas spot 

                                            
6 Por hipótese, estamos trabalhando com vértices anuais para apresentar o método. Na próxima 
seção faremos uma aplicação prática utilizando uma Letra do Tesouro Nacional (LTN). 
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que gera a correta igualdade. Já o caso de se igualar duas quantidades com três 

taxas spot não apresenta solução única. Muitos conjuntos de três taxas spot 

produzem o rendimento e a volatilidade corretos. 

Entretanto, o modelo assume que a taxa spot é log-normal, com uma volatilidade 

(do log da variação da taxa spot) que depende somente do tempo. Um ano no 

futuro, quando a taxa spot valer ru (r1,H), a volatilidade é igual a ½.ln(ruu/rud); 

quando a taxa for rd (r1,L), a volatilidade será igual a ½.ln(rud/rdd). Como estas 

volatilidades devem ser as mesmas (é a do vértice), tem de ocorrer que ruu/rud = 

rud/rdd, ou seja, r2
ud = ruurdd.  

Não é necessário, então, se fazer três suposições independentes para as taxas. A 

intermediária, rud, pode ser obtida a partir das outras duas. Isto significa dizer que, 

no modelo, basta igualar duas taxas spot (ruu e rdd) com duas quantidades 

(rendimento e volatilidade) de um título prefixado de 3 anos. E esta situação, 

tipicamente, tem solução única. 

O método dá a solução para o cálculo dos valores de uma árvore binomial, não 

importando quão grande for o seu prazo de maturidade. Por exemplo, vamos 

calcular as taxas spot para um título prefixado de 3 anos (Figura 4): 
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Valor do vértice NHH = 100/(1 + r2.e
4σ) 

Valor do vértice NHL = 100/(1 + r2.e
2σ) 

Valor do vértice NLL = 100/(1 + r2) 

Valor do vértice NH = [(Valor do vértice NHH + Valor do vértice NHL).0,5]/ (1 + 

r1,H) 

Valor do vértice NL = [(Valor do vértice NHL + Valor do vértice NLL).0,5]/ (1 + 

r1,L) 

Valor do vértice N = [(Valor do vértice NH + Valor do vértice NL).0,5]/ (1 + r0) 

Cálculo do S (fórmula 12), que é o valor do vértice N, a raiz: 

 

O y vem da curva de juros (ETTJ) original, dado do problema, a yield para o 

terceiro vértice. 
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Através de método interativo e sabendo-se que as volatilidades (σ) dos vértices 

são dadas originalmente, junto com a ETTJ, chega-se ao resultado para r2 (ou, de 

acordo com a notação da Figura 2, r2,LL). A partir daí, obtemos as outras taxas do 

vértice 2, utilizando a expressão 11. Portanto, basta obter uma taxa por vértice 

(utilizando o método interativo acima apresentado), que as outras taxas saem a 

partir desta fórmula 11, que deriva da equação que descreve a evolução da taxa de 

juros (equação 9).  

Utilizando procedimento similar, pode-se achar as taxas spot em árvores tão 

distantes quanto se queira. 

 

5. Aplicando o modelo de B,D&T para Avaliação de Opções sobre Letras do 

Tesouro Nacional (LTN) 

Como ativo referencial da operação trabalhamos com um título de renda fixa 

prefixada, uma Letra do Tesouro Nacional (LTN), emitida em 07/05/2001, com 

dois anos de maturidade. A data de exercício das opções7 foi estipulada para seis 

meses após o lançamento do título, seguindo praxe internacional8. O objetivo aqui 

é precificar tais opções, utilizando o modelo de Black, Derman & Toy. 

Para a construção da estrutura a termo das taxas de juros, em 07/05/2001, (Tabela 

1, abaixo), foram utilizados dados do mercado futuro de DI-1dia (Depósitos 

Interfinanceiros), Swaps e Termo de DI negociados na BM&F - Bolsa de 

Mercadorias & Futuros. 

                                            
7 Serão analisados os preços tanto para opção de compra (call) quanto para opção de venda (put). 
8 No Brasil não existe esta modalidade de opões sobre títulos de renda fixa. O instrumento mais 
próximo com esta característica são as opções lançadas sobre Índice de Taxa Média de Depósitos 
Interfinanceiros de um dia (IDI) negociadas na Bolsa de Mercadorias & Futuros (BM&F), com 
pouca liquidez. Veja SILVA [18] 
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TABELA 1 - CURVA DE JUROS DOMÉSTICA, EM 07/05/01 

Vértices (semestrais) Taxa Spot (%a.a.) 
1 20,74 
2 21,31 
3 21,45 
4 21,58 

Quando não se tem o preço de mercado negociado diretamente para os prazos dos 

vértices desejados, recomendamos utilizar o método Cubic Spline para fazer a 

interpolação dos valores, o método mais recomendado para este propósito [14] e 

[19].  

A interpolação por spline é um processo de ajuste que gera um caminho suave 

entre os pontos disponíveis. E, para isso, ele impõe restrições para a determinação 

dos coeficientes dos polinômios a cada ligação entre dois pontos e entre os 

polinômios consecutivos. Além de exigir que os polinômios passem pelo mesmo 

ponto, exige que as primeiras derivadas de cada polinômio calculada neste ponto 

sejam iguais e que exista a segunda derivada. Isto quer dizer que a reta que 

tangencia o polinômio anterior é a mesma que tangencia o posterior, eliminando, 

assim, os "bicos", além de dar uma maior suavidade às mudanças de curvatura. Os 

pontos passam a ser, portanto, inflexões (ou mudanças de curvatura).  

O spline, portanto, é um conjunto de polinômios de baixo grau, conectados em 

certos pontos chamados de nós (knots), de modo que formem uma função 

contínua em um intervalo. Impõem-se limites sobre os nós para que o problema 

tenha solução; tais restrições buscam também garantir a suavidade da estimação 

total. 

O spline mais comum na literatura financeira é o cúbico. Para que as curvas a 

termo sejam contínuas, é preciso que a curva a vista tenha pelo menos uma 

derivada contínua. O spline quadrático é o de menor ordem para estimar uma 

curva com essas propriedades. Além disso, se o objetivo for que a curva de juros a 

termo seja continuamente diferenciável, o spline de menor grau a ser utilizado 

deverá ser o cúbico [19]. 
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5.1. Cálculo do retorno da taXa de juros [15] 

Sendo V o valor presente de um fluxo de caixa representativo de uma posição 

“taxa de juros prefixada”, composto de N fluxos Fi, i=1,...N, r a taxa de juros de 

capitalização contínua, R a taxa de juros no formato Bacen9, Ti o prazo associado 

ao fluxo i , temos: 
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onde TtR ,  é a taxa de juros anual com composição discreta (considerando 252 dias 

úteis no ano) para a data t, a incorrer durante o prazo de T dias úteis. 

 

5.2. Cálculo da volatilidade da taxa de juros 

Para o cálculo da volatilidade, utilizamos o método do alisamento 

(amortecimento) exponencial (EWMA – Exponentially Weighted Moving 

Averages), que dá prioridade aos fatos mais atuais, método recomendado pelo 

sistema Riskmetrics. 

                                            
9 Taxa efetiva, anualizada, na hipótese de 252 dias úteis no ano. 
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Não poderíamos utilizar as volatilidades implícitas às opções, por não existir 

mercado de opções sobre títulos de renda fixa aqui no país (ou seja, seria inviável 

qualquer procura amostral). 

O uso da média móvel exponencial das observações históricas dos retornos 

permite capturar, de forma bastante razoável, a dinâmica da volatilidade, onde as 

últimas observações recebem os maiores pesos para sua estimativa, permitindo a 

rápida absorção de um choque, com o aumento da volatilidade imediatamente 

após sua ocorrência, bem como com o seu declínio, de forma exponencial, a 

medida em que o peso dessa observação é reduzido com o tempo.  

Demonstração da forma recursiva do estimador com ponderação exponencial, 

para facilitar os cálculos: 

Sendo pt o logaritmo neperiano do preço do ativo e rt sua rentabilidade, supõe-se 

que: ttttt ppr εσ .1 =−= −  com     ( )1,0~ Ntε  

As hipóteses são de variâncias heterocedásticas e autocorrelacionadas, sendo a 

assunção de média zero para os retornos, embora não necessária, adotada por 

simplicidade. 

A expressão da média móvel finita é dada por: 
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O parâmetro λ (0<λ<1) é o fator de decaimento que, quanto menor, implica a 

atribuição de um peso (α) maior aos dados mais recentes.  

Uma propriedade interessante do estimador com ponderação exponencial é que 

podemos obtê-lo de forma recursiva, assumindo que uma série infinita de dados 

está disponível e que a média dos retornos é zero, como é sugerido no 

RiskMetrics. 
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 e, portanto, ( )2 2
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. 1 . i ti t t i t t
rσ λ σ λ+ −= + −  (10), que é a previsão para t+1 da 

volatilidade do ativo i, a partir das informações disponíveis até o tempo t. 

Para este método do alisamento exponencial trabalhamos com o peso (α) igual a 

6% para a observação mais recente10 (ou seja, λ = 0,94) e utilizamos uma amostra 

de 201 taxas de juros para períodos de 126 dias úteis (um semestre)11 , que geram 

200 observações (retornos), coletadas no período imediatamente anterior ao leilão 

simulado da LTN de 2 anos. Trabalhamos com conjunto de planilhas Excell e a 

tabela abaixo apresenta os resultados obtidos: 

TABELA 2 -Retornos das "taxas de juros de 126 dias úteis" e o cálculo da sua 

volatilidade

Data
 taxas de 
126 dias 

úteis 

 Retornos 
diários 

 Volatilidade 
EWMA diária 

usando a 
fórmula 

recursiva 

 Volatilidade 
EWMA 

anualizada 

 Expoente do 
decaimento 
exponencial 

 Retorno do dia 
ao quadrado x 
peso dele para 

07/05/2001 

 Volatilidade = Raiz 
do somatório dos 

retornos^2 x pesos

 Anualizando a 
volatilidade 

14-jul-00 17,94 0,0000 0,0000
17-jul-00 17,61 -0,0028 0,0007 0,0109 200 1,9932E-12
18-jul-00 17,76 0,0012 0,0007 0,0116 199 3,9255E-13
19-jul-00 17,94 0,0015 0,0008 0,0127 198 6,7255E-13
20-jul-00 17,56 -0,0032 0,0011 0,0176 197 3,1688E-12
21-jul-00 17,44 -0,0010 0,0011 0,0175 196 3,2452E-13

. .   .   .   .   . .

. .   .   .   .   . .

. .   .   .   .   . .

. .   .   .   .   . .

. .   .   .   .   . .
24-abr-01 22,39 0,0004 0,0072 0,1150 8 5,1503E-09
25-abr-01 22,73 0,0027 0,0071 0,1120 7 2,9285E-07
26-abr-01 21,15 -0,0130 0,0075 0,1197 6 6,9615E-06
27-abr-01 20,36 -0,0066 0,0075 0,1188 5 1,8901E-06
30-abr-01 21,00 0,0054 0,0074 0,1171 4 1,3411E-06
02-mai-01 21,63 0,0051 0,0073 0,1152 3 1,3188E-06
03-mai-01 20,60 -0,0085 0,0073 0,1165 2 3,8144E-06
04-mai-01 20,32 -0,0023 0,0071 0,1133 1 3,0696E-07

07-mai-01 20,72 0,0033 0,0070 0,1106 0 6,5460E-07 0,0070 0,1106

 

                                            
10 Valor recomendado pelo Riskmetrics [13]. 
11 Para o cálculo destas taxas foi utilizado o método Flat Forward. Este método, muito utilizado 
pelos participantes do mercado, considera constantes as taxas a termo entre dois contratos 
adjacentes. Ele também é conhecido como método “pro rata do fator diário”. [14]. 
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Assim, o cálculo da volatilidade anual para a "taxa de juros de 126 dias úteis" , 

utilizando o método EWMA, deu igual a 11,06%. 

Para transformar este valor em volatilidade semestral, o dividimos por raiz 

quadrada de dois12, que dão 7,82% a.s.. Esta volatilidade será mantida constante 

para todos os vértices. 

5.3 Taxas spot nos vértices semestrais, a partir da ETTJ dada (Tabela 1) 

i) N0 

r0 = (1, 2074) 1/2 - 1 = 0,098818 

ii) N1 

 

 

Trata-se de uma equação com uma incógnita. Conforme comentamos, dada a sua 

não linearidade, não existe uma forma de isolar r1. Para resolvê-la é necessário o 

uso de métodos numéricos, tais como a interpolação de Newton-Raphson ou o 

método da bisseção. 

r1 = 0,095943 (método interativo) 

                                            
12 Volatilidade de N dias = Volatilidade Diária x (N) 1/2 
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Utilizando a equação 11, obtemos a outra taxa deste vértice: 

r1,H = 0,095943 x e 2x0,0782 = 0,112186 

  

 11,2186 

9,8818  

 9,5943 

 
Figura 5 

 

 

iii) N2 

 

747,1430=+(((500/(1+r2,LL*EXP(4*0,0782))+500/(1+r2,LL*EXP(2*0,0782)))/1,11

2186+((500/(1+r2, LL*EXP (2*0,0782))+500/(1+r2, 

LL))/1,095943))*(1/2))/1,098818. 

Utilizando método interativo, o valor do r2,LL convergiu para 0,087970. A partir 

daí, utilizando a equação 11, obtemos as outras taxas do vértice: 

r2,HL = 0,087970 x e 2x0,0782  =  0,102863 

r2,HH = 0,102863 x e 2x0,0782  =  0,120277 

( )
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000.1

2
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==S
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Esquematizando as taxas calculadas até o presente vértice (3o): 

 
 12,0277 

 11,2186  

9,8818  10,2863 

 9,5943  

  8,7970 

Figura 6 

 

iv) N3 

 

r3,LLL = 0,082102 (método interativo) 

r3,HLL = 0,082102 x e 2x0,0782  =  0,096001 

r3,HHL = 0,096001 x e 2x0,0782  =  0,112254 

r3,HHH = 0,112254 x e 2x0,0782  =  0,131258 

( )
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A ÁRVORE COMPLETA DAS TAXAS SPOT (ao semestre) 
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Figura 7 

 

A ÁRVORE COMPLETA DOS PREÇOS DO TÍTULO (vértices semestrais) 
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5.4. Precificando as Opções 

Nesta simulação, o vencimento da opção dar-se-á seis meses após seu lançamento, 

e seu preço de exercício será afixado em R$743,3637, o preço “at the money” , de 

acordo com os resultados calculados pelo modelo (a média aritmética dos dois 

preços: in the money , R$759,7490, e out of the money, R$726,9783). 

No vencimento, a opção de compra (call) terá valor (opção in the money) se o 

título estiver valendo mais do que seu preço de exercício, ou seja, os R$759,7490, 

no caminho das taxas de juros decrescentes13. E o valor da call será a diferença 

entre o preço do título e o preço de exercício, ou seja, 759,7490 –743,3637 = 

R$16,3854. 

A call estará out of the money (portanto, valendo ZERO), se o título estiver sendo 

negociado a R$726,9783 no vencimento (no caminho das taxas ascendentes de 

juros). 

Conhecendo os valores possíveis da call no vencimento, utilizamos a fórmula de 

avaliação (equação 10) para encontrar seu valor hoje. 

Árvore dos Valores da Call 

  
 0,00 

7,46  

 16,39 

  

O cálculo realizado: 

 

 

                                            
13 A compra da call fornece ao titular um hedge (proteção) contra a baixa das taxas de juros. 
Assim, no caso dos títulos prefixados, a call deve ser comprada pelo emissor. 
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No vencimento, a opção de venda (put) terá valor (opção in the money) se o título 

estiver valendo menos do que seu preço de exercício, ou seja, os R$726,9783, no 

caminho das taxas de juros crescentes14. E seu valor será a diferença entre o preço 

de exercício e o preço do título, ou seja, 743,3637 – 726,9783 = R$16,3854. 

A put estará out of the money e, portanto, valendo ZERO, se o título estiver sendo 

negociado a R$759,7490 no vencimento (no caminho das taxas descendentes de 

juros). 

Como fizemos com a call , utilizamos a fórmula 10, de avaliação, para encontrar o 

valor da put hoje. 

Árvore dos Valores da Put 

  
 16,39 

7,46  

 0,00 

  

O cálculo realizado: 

 

Os valores da put e da call deram iguais nesta simulação porque escolhemos o 

valor de vencimento das opções como sendo o valor at the money, por ser o mais 

imparcial possível. E, neste caso, o valor de exercício será a média aritmética dos 

dois valores possíveis neste vértice, ou seja, eqüidistante deles. 

Imaginemos, agora, uma simulação em que a opção tivesse seu prazo de 

maturidade estipulado para um (01) ano, com os mesmos dados do título e das 

taxas utilizados. Mantendo os vértices semestrais, para dar maior acuidade aos 

cálculos, o valor de vencimento seria igual a R$821,2639 (o preço at the money).  

                                            
14 A compra da put fornece ao titular um hedge (proteção) contra a alta das taxas de juros. Assim, 
no caso dos títulos prefixados, a put deve ser comprada pelo investidor. 

( ) ( )
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2

1

=
+
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O preço da call no vencimento (na hipótese de exercício) seria igual a 

R$844,0192 - R$821,2639, que dão R$ 22,7553, enquanto que a put teria seu 

preço, no caso de exercício, igual a R$821,2639 - R$795,8062 = R$25,4577. Ao 

trazê-los a valor presente, a call teria seu valor, hoje, igual a R$4,72 e a put 

R$5,21. 

 

6. Razão de Hedge das Opções (Cálculo do Delta) 

Um portfolio estará protegido se o delta15 deste for igual a zero, indicando que o 

valor do portfolio não se altera para pequenas mudanças no preço do ativo-objeto. 

Uma carteira contendo opções mais o ativo subjacente é dita delta neutro quando a 

soma do delta das opções mais a quantidade do ativo subjacente é zero. 

No nosso caso particular, onde estamos analisando títulos de renda fixa e opções 

sobre eles, quando a taxa de juros se altera, muda o preço do título e o preço das 

opções.  

Para uma call valendo C sobre um título com preço T, à razão de hedge é igual a: 

 

onde Cu e Cd são os valores da call um período a partir de hoje, na árvore 

correspondente às possíveis taxas spot ru e rd. 

Para o cálculo do delta para as puts, basta trocar o C por P na equação 16: 

 

 

                                            
15 O coeficiente delta (∆) é uma medida da taxa de variação de determinado ativo (ou carteira) 
derivado (opções), em relação a variações no(s) ativo(s) subjacente(s). O delta (∆) estuda a 
proporção dessas variações, isto é, em quantas unidades monetárias varia o prêmio da opção, dada 
uma variação no preço do ativo objeto. 

)16(
du

du
call TT

CC

−
−=∆

)17(
du

du
put TT

PP

−
−=∆
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Temos : 

Tu – Td  =  726,9783 – 759,7490  =  - 32,7707 

Cu – Cd  =  0,00  -  16,39  =  - 16,39 

Pu  -  Pd  =  16,39  -  0,00  =  16,39  

Levando estes valores nas equações acima, temos, como razão de hedge: 

 

O que os números dizem é que, para cada 500.00 títulos vendidos, o emissor deve 

comprar 1.000.000 de opções de compra, para ficar com delta neutro, ou seja, 

protegido contra alterações na taxa de juros (no caso, a queda lhe é prejudicial). 

E o investidor, para cada 500.000 títulos comprados, deve adquirir 1.000.000 de 

opções de venda, para se proteger contra alterações na taxa de juros (no caso, a 

alta lhe é prejudicial). 

 

7. Conclusão  

Uma das vantagens do modelo de B,D&T é sua simplicidade operacional. Os 

passos apresentados devem ser implementados em um código de computador que 

seja capaz de gerar, rapidamente, uma árvore de taxas com o número de vértices 

que se desejar. Uma vez construída esta árvore, a precificação de qualquer 

derivativo definido sobre a estrutura a termo se torna relativamente fácil. 

Como não existe este mercado de opções sobre títulos de renda fixa no país, não 

pudemos testar, empiricamente, se os preços calculados pelo modelo convergem 

para seus valores "justos", isto é, de não arbitragem, premissa do modelo. 

,50,0
77,32

39,16
ecall =

−
−=∆

50,0
77,32

39,16 −=
−

=∆ put
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Existe a intenção de, em um momento futuro, o governo se valer deste 

instrumental para tentar revitalizar o mercado secundário de títulos públicos, e, 

com isto, reduzir o custo de financiamento da dívida pública mobiliária federal 

interna, conforme comentamos na introdução. Caso isto ocorra, o uso das técnicas 

aqui apresentadas será de extrema valia para a precificação destas opções e, na 

seqüência das emissões, o modelo poderá, finalmente, ser testado empiricamente, 

podendo ser "calibrado" para o mercado doméstico. 

Como sugestão para novos estudos, em mercados mais gerais faz-se necessária a 

utilização de modelos mais avançados, multi-fatores com volatilidade estocástica 

e, às vezes, não markoviano, como, por exemplo, o modelo HJM [8], 

desenvolvido em 1992 por Heath, Jarrow e Morton, que propuseram um modelo 

lognormal de dois fatores para as taxas a termo.  
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