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Avaliacao de Opcoes Americanas com Barreiras Monitoradas
de Forma Discreta

Giuliano Carrozza Uzéda lorio de Souza”
Carlos Patricio Samanez

Resumo

Este Trabalho para Discussao ndo deve ser citado como representando as opinides do
Banco Central do Brasil. As opinifes expressas neste trabalho so exclusivamente do(s)
autor (es) e ndo refletem, necessariamente, a visao do Banco Central do Brasil.

O presente trabalho considera a avaliagdo de opcbGes americanas com
barreiras monitoradas de forma discreta. Desenvolveu-se um modelo que
consiste em uma adaptacdo do método de Grant, Vora e Weeks (GVW)
(1997), permitindo incorporar-se as barreiras. As simulagOes realizadas
foram obtidas a partir do método Quase-Monte Carlo Hibrido.
Adicionalmente, 0 método de Bissecdo foi empregado para definicdo das
curvas de gatilho das opgbes. Os resultados encontrados nas aplicacGes
realizadas foram comparados com aqueles obtidos a partir do Adaptive
Mesh Model, de Ahn et al (1999). Em complemento, avaliou-se a
sensibilidade do preco das opcOes frente a mudangas nos parametros de
entrada, confirmando a aderéncia dos valores gerados por cada
aproximacdo. Note-se que, ao contrario do modelo lattice adotado como
parametro de comparacéo, a adaptacdo do modelo GVW possui a vantagem
de permitir diretamente a aplicacdo as op¢des com monitoramento continuo
da barreira.

Palavras-chave: Derivativos, Opc¢des, Métodos Numeéricos.
Classificagéo JEL: G, G1, G13.
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1. Introducéo

As opcBes com barreira sdo negociadas no mercado de balcdo desde os ultimos
anos 60 e tornaram-se populares especialmente em funcdo do seu custo reduzido em
relacdo a opcdo vanilla equivalente. A primeira solucdo analitica para o aprecamento
desses derivativos foi proposta por Merton (1973) e considerava a avaliagcdo de opgdes
de compra européias com barreira de monitoramento continuo do tipo down-and-out.
N&o obstante, constatou-se que a formula encontrada também seria vélida para
avaliacdo de opcbes de compra americanas, ja que o exercicio antecipado ndo seria
justificavel.

Reiner e Rubinstein (1991) desenvolveram férmulas fechadas para avaliacdo de
opcdes de compra e de venda européias com o0s quatro tipos de barreira mais
conhecidos: down-and-out, up-and-out, down-and-in e up-and-in. Considerando ainda o
desenvolvimento de férmulas fechadas para avaliacdo de opcgdes européias com
barreiras de monitoramento continuo, pode-se citar os trabalhos de Kunitomo e Ikeda
(1992), Rich (1994), Haug (1997), entre outros.*

Ressalte-se que, mesmo considerando as opg¢des européias, pode haver
diferencas substancias nos precos entre op¢Ges com barreira de monitoramento continuo
e aquelas com monitoramento discreto, ainda que se considere 0 monitoramento
discreto com base diaria, conforme demonstrado por Chance (1994), Flesaker (1992),
Kat e Verdonk (1995). Kat e Heynen (1996) chegaram a mesma concluséo,
desenvolvendo férmulas fechadas para avaliacdo de opcGes européias com barreira
discreta em que a barreira muda ao longo da vida util da opcdo (stepped barrier
options).

Heynen e Kat (1994) e Armstrong (2001) derivaram uma solucéo fechada para
um caso intermediario entre as op¢des com monitoramento continuo e aquelas com
monitoramento discreto, as opcOes européias com barreira valida somente em uma

janela de tempo especifica (window barrier option ou partial barrier option). Ja

! Existe uma relacéo de paridade entre as op¢des européias de compra com barreira do tipo “in” e do tipo
“out”. Ao se combinar uma op¢do com barreira do tipo “in” com uma opg¢do com barreira do tipo “out”
com mesmo preco de exercicio e vencimento, o fluxo de caixa resultante sera equivalente ao de uma
opcdo vanilla, assim: C = G, + C,. Manter essas duas opgles na carteira garante que uma e somente
uma das opgdes ira gerar payoff ndo nulo no vencimento. Destaque-se que a paridade é valida somente
para opcOes européias sem rebate.



Broadie e Glasserman (1997) propuseram uma correcdo de um modelo para
aprecamento de opgOes européias com barreira continua para estimar o preco de op¢des
com barreira discreta em que, dependendo da frequiéncia do monitoramento, a barreira é
deslocada de forma a ajustar o0 modelo para o caso discreto. Entretanto, os resultados
obtidos indicam que a aproximacdo ndo é adequada quando o preco de barreira €
definido em valor proximo ao do ativo subjacente.

Assim, conclui-se que os precos obtidos por solucbes fechadas para opgdes com
monitoramento continuo ndo se estende para as op¢des com monitoramento discreto.
Adicionalmente, constata-se que quando as barreiras recebem monitoramento discreto
torna-se mais dificil a obtencdo de uma solucdo fechada ou mesmo a solucdo do
problema por meio de métodos numéricos.

Como usual, mesmo no caso das opcdes com barreira de monitoramento
continuo, as opg¢Bes americanas eliminam a possibilidade de solu¢do por meio de
formula fechada.” Por conseguinte, em paralelo ao desenvolvimento de solucdes
numeéricas, aplicadas somente ao caso europeu, diversos métodos foram desenvolvidos
para avaliacdo desses derivativos, seja no caso de monitoramento continuo ou discreto.
Nessa linha, desde o trabalho classico de Cox et al (1979), entre as adaptacbes de
modelos lattice destinadas & avaliagdo de varios tipos de opgdo, inclui-se aquelas
direcionadas a avaliacdo de opg¢des com barreira. Por exemplo, a Camara de Derivativos
da BM&F Bovespa utiliza 0 modelo Binomial para célculo dos limites maximos de

precos aceitos para negociacdo de opcdes flexiveis® — Monteiro et al (2002). N&o

2 Haug e Partners (2000) desenvolveram uma solucéo para avaliagdo de opces americanas com barreira
baseada em solugcdes fechadas aplicadas a avaliagdo de opgdes vanilla americanas. A proposta
apresentada pelos autores é baseada no principio da reflexdo, que assume que o nimero de trajetérias
partindo do prego do ativo subjacente em uma determinada data (S) que assume valores superiores ao
preco de exercicio da opgdo (X) maior do que o prego de barreira B (B < S) antes do vencimento do
derivativo é igual ao niimero trajetérias a partir de um ativo que possui o valor de B%/S na data inicial.

3 As opcBes com barreira sdo denominadas na Camara de Derivativos da BM&F Bovespa como Opgdes
Flexiveis e podem ser referenciadas em Ibovespa, IBrX-50, indice de taxa de juro spot ou taxa de cambio
de Reais por Délar dos Estados Unidos. O nimero de contratos de opgdes flexiveis negociado entre
janeiro e agosto de 2008 foi de 768.721. O volume financeiro negociado no més de agosto foi de
R$4.952.903 mil, verificando-se 355.440 contratos em aberto. Algumas das caracteristicas dessas opgoes
sdo: (i) Monitoramento continuo da barreira; (ii) As partes podem estabelecer um preco que limite o preco
para exercicio da opcdo, que sera 0 preco a vista maximo para efeito de exercicio da opgdo; (iii)
Possibilidade de se estabelecer um preco de rebate; (iv) As partes podem estabelecer a data de pagamento
do prémio de rebate, no caso de opgao de knock-out, como a data de extin¢do da opc¢do ou o primeiro dia
atil posterior e, no caso de opcdo de knock-in, como qualquer dia Util entre a data de acionamento da
barreira, inclusive, e o primeiro dia Gtil posterior a data de vencimento, inclusive.



obstante, estes modelos, baseados em arvores binomias ou trinomiais, podem apresentar
problemas de convergéncia quando aplicados a avaliacdo destes derivativos, 0 que
ocorre em funcdo da barreira assumida na arvore, definida sobre os nés discretizados,
ser normalmente diferente da barreira real presente no derivativo.

Procurando solucionar esse problema, Bolye e Lau (1994) propuseram um
método lattice que forca os pregos do ativo subjacente nos nds da arvore a coincidirem
com os pregos de barreira. Entretanto, a metodologia empregada pode tornar a arvore
impraticavel em funcdo do numero elevado de discretizagdes. Seguindo a linha de
Bolye e Lau (1994), vérios outros autores desenvolveram adaptacdes do método lattice
para avaliacdo de opgOes com barreira - Derman et al (1995), Ritchken (1995) e Cheuk
e Vorst (1995) -, porém, o problema de convergéncia persistia, principalmente nos casos
de avaliacdo de opcdes com monitoramento discreto da barreira.

Na esteira dos modelos lattice aplicados a avaliacdo de opcdes com barreira,
Figlewski e Gao (1999) introduziram o Adaptive Mesh Model (AMM), que se destaca
pela flexibilidade e melhora na eficiéncia das arvores trinomiais aplicadas a avaliacdo
de opcdes européias ou americanas com barreira de monitoramento continuo. Ja no caso
das opcOes européias ou americanas com barreira de monitoramento discreto, Ahn et al
(1999) foram os primeiros a propor uma solucdo baseada no Adaptive Mesh Model,
apesar da dificuldade ainda maior para avaliacdo destes derivativos por meio dos
métodos lattice.

O presente artigo considera a avaliacdo de opcBGes americanas com barreiras
monitoradas de forma discreta - 0 caso mais complexo - e esta dividido em seis se¢des.
Apos a presente introducdo, o item 2 esta focado em detalhar aspectos gerais inerentes
as opcdes com barreira, descrevendo suas caracteristicas e particularidades. Apos esta
etapa, os dois modelos utilizados para avaliacdo das opc¢Bes em questdo sdo
apresentados nos itens 3 e 4. Assim, no item 3 ¢é apresentado o Adaptive Mesh Model,
de Ahn et al (1999), utilizado como parametro de comparacdo do modelo apresentado
no item 4, baseado no método de Grant, Vora e Weeks (GVW) (1997). Cabe destacar
que, como este foi desenvolvido originalmente para avaliacdo de op¢bes americanas
vanilla e opcdes Asiaticas, tornou-se necessaria uma adaptacdo do mesmo de forma a
considerar a presenca de barreiras discretas, o que representa a principal contribuicdo

desse trabalho.



No item 5 sdo apresentadas as aplicacOes realizadas dos dois modelos, onde
foram consideradas opgdes americanas com barreiras discretas do tipo knock-out-and-
down, comparando-se os resultados encontrados por cada metodologia empregada.

Finalmente, o item 6 é dedicado aos comentarios e conclusdes finais.

2. Opgdescom barreira

As opcdes com barreira podem variar em funcdo de diversas caracteristicas, mas
o0 conceito geral é que o direito de exercicio depende do preco do ativo subjacente ter
atingido determinado valor (barreira) em algum momento durante a vida do contrato.
Estas podem ser agrupadas em trés classes: op¢bes com barreira simples, knock-in e
knock-out.

As opcdes com barreira simples podem ser classificadas em dois tipos: cap, para
opcdes de compra, e floor, para opgdes de venda. A barreira do tipo cap representa um
limite de preco superior para o0 ativo subjacente, caso em que o payoff da opcdo de
compra € limitado superiormente pela diferenca entre o preco de barreira e 0 preco do
ativo subjacente. J& a barreira do tipo floor representa um limite de preco inferior para o
ativo subjacente, caso em que o payoff da op¢do de venda € limitado superiormente pela
diferenca entre o preco de exercicio da opcdo e o preco de barreira. Assim, o payoff

dessas opcoes € representado pelas equacgdes (1) e (2):

Opgéo de Compra cap= max[0, min(S— X; B, — X)] Q
Opcéo de Venda gioor= max[0, min(X — S; X — By, )] 2
Onde:

S: 0 preco do ativo subjacente
X: preco de exercicio da opcéao
Bcap: Preco de barreira do tipo cap

Brioor: Preco de barreira do tipo floor

Nas opcbes knock-in, o direito de exercicio passa a existir somente se o pre¢o do
ativo subjacente atingir o preco da barreira antes da data de vencimento. Estas podem



ser classificadas como knock-in-and-down - quando o preco do ativo subjacente na
emissdo é superior ao preco de barreira - ou como knock-in-and-up - quando o preco do
ativo subjacente na emissdo € inferior ao preco de barreira. Ja nas opc¢des knock-out
ocorre justamente o contrario, ou seja, o direito de exercicio deixa de existir se 0 prego
do ativo subjacente atingir o preco da barreira antes da data de vencimento. Estas
podem ser classificadas como knock-out-and-down - quando o preco do ativo subjacente
na emissao é superior ao preco de barreira - ou como knock-out-and-up - quando o
preco do ativo subjacente na emissao € inferior ao prego de barreira.

Existe ainda a possibilidade de incluir um prémio de compensacdo ou rebate R,
que € pago ao titular ou na data em que a barreira é atingida ou na data de vencimento
caso a barreira ndo seja atingida durante a vida Gtil da opcdo. Assim, o payoff dessas

opcdes é representado pelas equacdes (3) a (6):
=  knock-in-and-down

N max(0; S— X), se S < B antes do vencimento
Opcéo de Compra - (3)
R, caso contrario

. max(0; X — S), se S < B antes do vencimento
Opcédo de Venda - 4)
R, caso contrario

= knock-in-and-up

N max(0; S— X), se S> B antes do vencimento
Opcéo de Compra - (5)
R, caso contrario

N max(0; X — S), se S > B antes do vencimento
Opcao de Venda . (6)
R, caso contrario



= knock-out-and-down

N max(0; S— X), se S > B antes do vencimento
Opcéo de Compra - @)
R, caso contrario

N max(0; X — S), se S > B antes do vencimento
Opcédo de Venda . (8)
R, caso contrario

= knock-out-and-up

N max(0; S— X), se S < B antes do vencimento
Opcéo de Compra - 9
R, caso contrario

N max(0; X — S), se S < B antes do vencimento
Opcao de Venda o (10)
R, caso contrario

Destaque-se ainda as opg¢Oes em que se considera a inclusdo simultanea de uma
barreira simples e de uma barreira do tipo knock-in ou knock-out — double barrier
option. Por exemplo, na hipotese de se utilizar uma barreira do tipo knock-out e uma
barreira simples, o valor da barreira simples devera ser inferior ao da knock-out, quando
a opgéo for knock-out-and-up, e superior, quando for knock-out-and-down.

As opcdes com barreira podem ainda ser classificadas como de barreira com
monitoramento discreto - discrete barrier option - ou de barreira com monitoramento
continuo - continuous barrier option, sendo estas as mais comuns. Nas opc¢des com
barreira discreta a barreira sé esta ativa para uma parte da vida Gtil da opcéo. Incluem-se
as opcdes em que a barreira s6 é valida na data de vencimento da opcao (at-expiry
barrier options), as opgdes com barreiras ativas somente durante intervalos de tempo
especificos (window barrier options — durante as janelas de tempo 0 monitoramento
pode ser continuo ou somente em algumas datas especificas) e as op¢des com barreiras
que mudam de valor durante a vida Gtil da opgao (stepped barrier options).

H& ainda as opcbes em que o rompimento da barreira sé é considerado se
mantido por um certo intervalo de tempo (parisian barrier options) ou ainda aquelas em

que se considera o rompimento parcial da barreira dependendo da intensidade do



rompimento da barreira (soft barrier options). Ha ainda as opcGes em que as barreiras
referenciam um ativo subjacente diferente daquele referenciado no payoff da opcao

(outside barriers).

3. Adaptive Mesh Model para avaliacéo de opgdes americanas com barreira de

monitoramento discreto

Figlewski e Gao (1999) introduziram o Adaptive Mesh Model (AMM), um
modelo flexivel que aumenta consideravelmente a eficiéncia dos modelos lattice
trinomiais aplicado a avaliacdo de opcdes européias ou americanas com barreira de
monitoramento continuo. De acordo com essa metodologia, a arvore basica (coarse
mesh) é usada em todos os instantes de tempo discretizados, mas um maior nimero de
discretizagdes (fine mesh) é construido nas areas em que os célculos sdo mais criticos,
ou seja, onde o preco do ativo subjacente é proximo ao preco de barreira.

Ahn et al (1999) propuseram uma solucdo baseada no Adaptive Mesh Model
para 0 caso das opcdes européias ou americanas com barreira de monitoramento
discreto. Nesse caso, as &reas mais criticas em que um maior numero de discretizacdes
é construido (fine mesh) sdo aquelas em que a barreira discreta € valida e o preco do
ativo subjacente é proximo ao preco de barreira. Como o caso de monitoramento
discreto da barreira € mais complexo, a descricdo a seguir trata justamente do modelo
proposto por Ahn et al (1999).

No modelo de Figlewski e Gao (1999) e no modelo de Ahn et al (1999) é
importante que a malha fina seja isomorfica, o que possibilita que malhas ainda mais finas
sejam adicionadas a partir do mesmo procedimento aplicado para construcdo da primeira
arvore fina. Assim, torna-se possivel melhorar a resolu¢do em determinada area da arvore

sem a necessidade de aumento de discretizacdo em todos 0s pontos da mesma.

3.1 Construcéo da arvoretrinomial basica (coarse mesh)

Para construcdo da arvore trinomial basica, assume-se que 0 preco do ativo

subjacente (S) segue o seguinte processo de difusao:

2

din Sz(r —%jdt+odz (11)

10



Onde r ¢ a taxa de juros livre de risco, o € a volatilidade do ativo subjacente e

dZ é um processo de Wiener.

2

Convém definir X = InSe o drift o = (r —%j . Assim:

dX = edt + 0dZ (12)

Esse processo é discretizado e aproximado pelo seguinte processo trinomial:

U= ak + oh, com pobabilidade : p, = 2_‘;2
Xt+k - Xt =31m= oK, com pObabIIIdade P :1_h_k2 (13)

d = ok — oh, com pobabilidade : p, = %

Onde k representa a discretizacdo do tempo e h a discretizacéo do pre¢o do ativo
subjacente. As probabilidades de que haja um movimento de alta, intermediario e de
baixa s@o pu, pm € pd, respectivamente.

Assim, como em qualquer método lattice, o valor da op¢do para um determinado
instante de tempo (t) e valor do ativo subjacente (X), V(Xt), é computado a partir dos

valores obtidos nos nés do periodo seguinte.

V(X,t) =exp(-rk)[p,V(X + ok + oh t+ k) + p, V(X + ok, t + k) +

(14)
+ pgV (X + ok —oh,t +K)]

O modelo funciona para qualquer valor positivo de h e k. Ao definir-se
h= a(J3_k) , entdo py = pa = 1/6 e pm =2/3, para o qual o processo discretizado por meio
do modelo trinomial possui 0s mesmos primeiros cinco momentos do processo continuo
lognormal representado na equacao 12 e que se deseja aproximar.

Além das datas em que a barreira é valida, pode-se melhorar significativamente

0 modelo ao se considerar que mesmo uma op¢do com a complexidade das opgfes com

barreira podem ser avaliadas como se fossem op¢des européias no instante de tempo

11



imediatamente anterior ao vencimento. De acordo com Figlewski e Gao (1999), usando-
se uma férmula fechada para opcbes européias elimina o erro de ndo-linearidade
produzido pela discretizacdo da arvore ao redor do preco de exercicio da opc¢do na data
de vencimento. Uma alternativa para eliminar o erro de nao-linearidade é adotar na data
de vencimento da opgdo 0 mesmo procedimento de discretizagdes adicionais utilizado
nos pontos em que a barreira é valida. Este foi o procedimento utilizado na aplicacdo do
método realizada no presente trabalho, ou seja, optou-se pela construcdo de um maior
numero de discretizacbes (fine mesh) para avaliacdo da opcdo em sua data de
vencimento, conforme proposto por Figlewski e Gao (1999).

A seguir sdo descritas as duas etapas para construcao da arvore fina. Na primeira
constroem-se as discretizacdes adicionais entre a data anterior a barreira e a data da
barreira, aplicando-se ramificacbes de arvores trinomiais. Na segunda definem-se as
discretizacOes adicionais entre a data da barreira e a data seguinte a data da barreira,

quando s&o aplicadas tanto ramificagdes trinomiais quanto quadrinomiais.

3.2 Construcdo da arvore fina entre a data anterior a barreira discreta e a
data da mesma

Considerando que a arvore trinomial basica (coarse mesh) tenha N periodos, a
discretizacdo do tempo é k = T/N, onde T representa 0 prazo da opgdo. Para construcao
da arvore fina, os nds da arvore passam a ser definidos com base em mudancas no preco
do ativo subjacente equivalentes a % das mudangas no preco na arvore anterior
(considerando a primeira arvore fina — modelo AMML1, a arvore anterior é a arvore
bésica). Adicionalmente, de forma a reduzir a mudanga no preco a metade, mantendo-se
a mesma relacdo entre o tempo e o tamanho da mudanca no preco do ativo subjacente, o
intervalo de tempo deve ser reduzido para ¥ do tamanho do intervalo de tempo da
arvore anterior. Assim, se M € o nivel da arvore, sendo a arvore basica aquela em que M
é igual a zero, entdo h = h/2" e KM = k/ig™,

Por conseguinte, para reduzir a mudanca no preco a metade, o nimero de
intervalos de tempo sera quadruplicado, e o nimero total de nds na arvore serd 16 vezes
maior entre a data anterior a cada barreira discreta e a data da mesma. Finalmente, para
construcdo de cada arvore fina, basta substituir os valores hy = h/2" e ky = k/4™ na
equacéo 13.

12



3.3 Construcdo da arvore fina entre a data anterior a barreira discreta e a
data da mesma

O proximo passo é conectar a arvore fina a arvore anterior (no caso do AMML, a
arvore original, para 0 AMM2, a arvore fina do AMML, e assim por diante). Assim,
considerando a arvore anterior, o procedimento comeca com a divisdo, em dois
intervalos, do periodo que se inicia na data da barreira discreta e termina na data
posterior a mesma, sendo o primeiro intervalo de tamanho igual a k/4 e o segundo de
tamanho 3k/4. Assim sendo, o primeiro subperiodo da arvore fina equivale a ¥ do
intervalo de tempo da arvore anterior, e 0 segundo periodo equivale a %.

Ap0s a construcdo dos nds no primeiro subperiodo a partir da arvore trinomial
(hw = W2 e ky = k/4M), chega-se a dois tipos de nés no instante da barreira. Para
aqueles em que o preco do ativo subjacente coincide com o pre¢o da arvore do AMM
anterior, aplica-se a arvore trinomial novamente, substituindo-se a mudanga no preco do
ativo subjacente por h e o intervalo de tempo por 3k/4. Isso leva as probabilidades p,=
pe=1/8 e pm=3/4. Para 0s n6s em que o prec¢o do ativo subjacente situa-se entre 0s precos
da arvore do AMM anterior, aplica-se a arvore quadrinomial para definicdo dos valores
da opc¢do. Assumindo-se k’=3k/4 e adotando-se 0 mesmo procedimento apresentado
para construcdo da arvore trinomial, pode-se definir os trés primeiros momentos da
arvore quadrinomial como sendo iguais aos da distribuicdo lognormal que se deseja
aproximar. Encontrando-se a meédia, a volatilidade, a curtose e forgando-se as
probabilidades a somarem um, chega-se entdo a quatro equagdes com quatro incognitas.
A solucdo resulta do problema resulta em uma arvore binomial, com apenas os dois n6s

intermediérios da arvore quadrinomial, conforme apresentado na formula 15.

uu = ok'+3oh/ 2, com pobabilidade : p,, =0

» X u = ok+oh/ 2, com pobabilidade : p, =1/2 (15)
t T T d = ok—oh/ 2, com pobabilidade : p, =1/2

dd = ok'-30h/ 2, com pobabilidade : p,, =0

A estrutura isomorfica da arvore fina permite que se desenvolva cada arvore fina
seguinte a partir do mesmo procedimento descrito anteriormente. Por exemplo, para o
modelo AMMZ2, a mudanca no pre¢o e no intervalo de tempo da arvore fina final passa

a ser h,=h/4 e ky=k/16 nos intervalos iniciais, e h,=h/4 e k’=3k/64 no Gltimo intervalo
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apos a barreira. A figura 1 representa a arvore final considerando a construgdo de duas
arvores finas (AMM2).

Barreira

Figura 1 — Arvores finas (fine mesh) para 0 AMM2

4. O Método de Grant, Vora e Weeks (GVW)

4.1. Introducéao

O modelo de Grant, Vora e Weeks (GVW) (1997) é dividido basicamente em
duas etapas principais. Na primeira, a partir de simulacdes realizadas recursivamente,
determina-se a curva de gatilho, que consiste nos precos criticos do ativo subjacente em
cada instante de tempo discretizado. Esses pregos representam aqueles nos quais o
proprietario da opgdo permanece indiferente entre o exercicio imediato ou a postergacao
do mesmo até ao menos a data seguinte, quando nova decisdo devera ser tomada.

De forma a identificar o preco de exercicio critico para cada instante de tempo,
inicia-se um processo de otimizacdo a partir de um primeiro conjunto de trajetorias
simuladas para o ativo subjacente, realizadas a partir do instante anterior ao vencimento.
Ap0s estas primeiras simulagdes, sdo realizadas entdo novas simulagdes de periodo a
periodo, sempre caminhando em direcdo a data anterior, até que se chegue a data

seguinte a de emissdo. Assim, as simulacfes iniciais definem o prego critico do ativo
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subjacente no instante anterior ao vencimento da opcdo, T-1. As simulagdes seguintes,
realizadas a parti de T-2, geram como resultado o preco critico do ativo subjacente no
instante T-2. Nas simulacGes realizadas em sequiéncia, define-se o preco critico do ativo
subjacente no instante T-3, e assim por diante.

Uma vez que o prego critico para todos os instantes de tempo tenha sido
identificado, a etapa seguinte do modelo consiste entdo na realizacdo de novas
simulac@es a partir do instante inicial (o nimero de simulagdo ndo é necessariamente o
mesmo que o das simulacbes anteriores), e 0 valor da op¢do americana serd a média
aritmética dos fluxos de caixa obtidos em cada trajetoria descontados para a data de
emissdo, de maneira andloga a estimacdo do valor de uma opgéo européia, mas levando-
se em conta que, em qualquer data, serd 6timo exercer a op¢do sempre que o preco do
ativo subjacente for superior ao preco critico obtido na etapa anterior do modelo.

O procedimento para determinacdo da curva de gatilho e aprecamento de uma
opcdo de compra americana a partir do modelo GVW pode ser resumido através das
seguintes etapas:

1° etapa - Divide-se o0 periodo até o vencimento da opcdo em um numero finito de
intervalos, adotando-se como condicdo terminal o preco do ativo subjacente (S) igual ao

preco de exercicio da opg¢do no vencimento da opcéo (T), Xr.

2° etapa - Para o instante imediatamente anterior ao vencimento da opcéo (T — 1), adota-
se como sendo o prego inicial do ativo subjacente um valor igual ou préximo ao preco
de exercicio da opcéo, ou seja, St.1 = St = X Iniciam-se entdo as simulagbes
chegando-se a diversos valores para a opgao no instante T. O valor final da op¢éo em T-
1 é estimado pela média desses valores descontados por um periodo. Se o respectivo
ponto atender & condicdo de indiferenca entre exercer a op¢do ou manté-la viva, ou seja,
se atender & equacdo St.1- X= €"Erq[Cr(S1) | Sr1 = St.4], ter-se-a o valor critico do
ativo objeto no instante T-1. Caso a condicdo anterior ndo seja atendida, deve-se realizar
um acréscimo no valor de St e reiniciar o processo de busca®:

S*11= Stite

* Para opgéo de venda, deve-se realizar um decréscimo no valor de S1.
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Onde: Er.4[Cr(S1) | Sr.1 = St.1]= valor esperado em T-1 do valor da opcéo de compra

dado o preco critico do ativo subjacente em T-1, S 1...

3° etapa — Encontrado o valor critico do ativo objeto em T-1, S+t.1, deve-se entdo
continuar o processo de busca de precos criticos repetido o 2° passo recursivamente até
0 instante inicial, ou seja, refazendo-o desde o instante T-2 até a data de emissdo da
opcdo. Para o instante T-2, a opcdo devera ser avaliada em cada momento posterior ao
tempo em questdo, ou seja, nos instantes T-1 e T, respeitando sempre 0 pProcesso
decisorio de exercer a op¢do quando o prego simulado do ativo ultrapassar a curva de
gatilho. Apoés iniciar-se as simulagdes em T-2, partindo de um prego critico em T-2
igual aquele encontrado para T-1 (St2=St1), 0 valor final da opgdo em T-2 sera a
média dos valores encontrados da op¢do em cada simulacdo descontados para a data T-
2. Assim, se o respectivo ponto atender & condicdo de indiferenca entre exercer a opgéo
ou manté-la viva, ter-se-4 o valor critico do ativo objeto no instante T-2. Caso a
condicdo anterior n&o seja atendida, deve-se realizar um acréscimo no valor de S+t e

reiniciar o processo de busca: S**1,= S*rote

4° etapa - Apds a construcdo da curva de gatilho a partir dos trés passos anteriores, 0
passo seguinte consiste em realizar novas simulacdes a partir da data de emisséo da
opcéo, considerando o prego inicial do ativo objeto, Sp. O preco final da opcéo sera o

valor médio de cada trajetdria trazido a valor presente.

4.2. Definicéo dastrajetorias de preco do ativo subjacente

Admitindo-se que o preco do ativo subjacente segue 0 Movimento Geométrico
Browniano, pode-se demonstrar que o modelo discreto apropriado de evolucédo do

logaritmo neperiano do preco da acdo subjacente é:

2

u—%JAH—GE«/E

S = Sue[ (16)

Onde S representa o preco do ativo subjacente no instante i, x é a expectativa de

retorno do investimento no ativo subjacente, ¢ €& o desvios padrdo do retorno
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logaritmico do ativo subjacentes, e &£ € uma varidvel aleatoria_que segue uma
distribuicdo normal padronizada.

No mundo neutro ao risco, a expectativa de retorno do investimento na acéo
subjacente ja estd embutida no seu preco, de forma que nédo se torna necessario conhecé-
la. Desta forma, antes de iniciar as simulagdes, deve-se substituir x pela taxa de juros
livre de risco na equacdo (16). Assim, a partir da simulacdo de valores para &, sdo
definidas as possiveis trajetorias a serem percorridos pelo valor do ativo subjacente ao

longo do tempo.

4.3. Avaliagdo de opgdes americanas de compra knock-out-and-down com
monitoramento discreto da barreira através do Método de Grant, Vora e Weeks
(GVW)

Para avaliacdo de opcdes americanas de compra knock-out-and-down com
monitoramento discreto da barreira, 0 modelo GVW deve sofrer algumas modificacdes.
Na primeira alteracdo, realizada na etapa de construcdo da curva de gatilho (etapa um
do modelo), deve haver a incorporacdo da barreira do tipo knock-out-and-down nas
datas em que a mesma é valida. Esse procedimento implica em valores distintos para a
nova curva de gatilno em relagdo aqueles que seriam obtidos para a curva de gatilho da
opcao vanilla equivalente, ja que nas simulacdes em que o preco do ativo subjacente
atingir o preco de barreira em uma data em que a mesma é valida terdo valor distinto
daquele que seria observado caso a barreira fosse inexistente. Cabe observar que nas
aplicacbes do modelo realizadas no presente trabalho, o valor da op¢do em cada
trajetoria simulada que atinja o preco de barreira sera igual ao valor presente do rebate”.

Outra alteracdo necessaria no modelo GVW refere-se as simulages
realizadas a partir da data inicial, apos a curva de gatilho ja ter sido determinada. Da
mesma forma que na etapa de construcdo da curva de gatilho, as barreiras também
deverdo estar presentes nessas Ultimas simulacGes realizadas. Assim, além da curva de
pregos criticos do ativo subjacente, representando aqueles precos que, caso atingidos,
gerariam o exercicio imediato da opcdo, h& ainda um vetor de precos criticos do ativo
subjacente (caso 0 monitoramento da barreira seja continuo, haveria uma nova curva -
barreira movel - ou uma linha reta - barreira fixa), representado pelos precos de barreira

nas datas em que a mesma € valida. Assim, para que cada trajetoria percorra a vida Util
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da opgéo até atingir o vencimento, torna-se necessario que 0s pre¢os gerados em cada
instante de tempo situem-se dentro de um tunel de precos cujos limites superiores e
inferiores séo representados pela curva de gatilho e pelos precos de barreira nas datas
em gue a mesma é valida, respectivamente. Caso o limite inferior do tanel de precos
seja atingido, o valor da opcéo na trajetdria serd o valor presente do rebate. J& no caso
do limite superior ser atingido, o valor da opcao na trajetoria serd o valor presente do
exercicio da op¢do na data em que o limite foi extrapolado.

4.4. Técnicas de aceler acdo de conver géncia

Sabe-se que o valor de alguns parametros utilizados no modelo GVW podem
exercer influencia direta na precisdo dos resultados. Por exemplo, dependendo da
maneira com que se realiza a estimagdo dos precos criticos para o ativo subjacente,
pode-se incorrer em erros significativos para o valor da op¢do. Uma primeira medida
para reducdo desses erros € adotar-se maior discretizacdo para as mudancgas no preco do
ativo subjacente, ou ainda aumentar-se 0 nimero de simulacgdes utilizadas na estimativa
de cada preco critico.

Outro parametro que pode determinar a precisdo do modelo é o numero de datas
de exercicio antecipado (nimero de precos criticos em cada curva de gatilho), que no
limite sera representado pelo numero de instantes de tempo discretizados. Quando este
numero é restrito, 0 modelo também pode apresentar valores tendenciosos para a op¢ao.
Portanto, torna-se critico utilizar um numero suficientemente grande de datas de
exercicio para que o resultado ndo seja tendencioso.

A seguir, sdo descritas duas técnicas de aceleracdo de convergéncia aplicadas no
modelo GVW desenvolvido no presente trabalho. O objetivo da aplicacdo das mesmas é
melhorar a preciséo dos resultados, assim como otimizar o tempo computacional a partir
principalmente da reducdo do nimero de simulagGes necessérias para determinacdo da

curva de gatilho.

® Consideraram-se op¢des em que o investidor recebe o valor de rebate assim que o preco do ativo
subjacente iguala-se ao preco de barreira em uma data em que a mesma € valida.
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4.4.1. Sequéncias Quase-aleatorias

Enquanto a Simulacdo de Monte Carlo (SMC) gera uma sequiéncia de nimeros
pseudo-aleatérios, a Simulacdo de Quase-Monte Carlo (SQMC) gera uma seqliéncia de
numeros quase-aleatorios, em que as amostras sao selecionadas de modo a preencherem
de forma uniforme todo o dominio da simulacédo, evitando agrupamentos e vazios. Em
funcdo da maior uniformidade das seqiiéncias obtidas, estas sdo também denominadas
seqliéncias de baixa discrepancia.

Dependendo do ativo analisado, o uso de SQMC pode trazer ganhos em
eficiéncia e precisdo em relacdo a SMC. Todavia, um problema conhecido das
seqliéncias de baixa discrepancia, citado por Frota (2003) e Nascimento (2005), é que as
mesmas perdem a uniformidade conforme se aumenta o numero de dimensbes do
problema. Por conseguinte, caso ndo seja trabalhada adequadamente, pode-se concluir
que a SQMC é inadequada para a avaliacdo de opcdes americanas, onde 0 numero de
dimensGes é dado pelo nimero de datas de exercicio.

O modelo Quase-Monte Carlo (QMC) hibrido surge como alternativa a SMC e a
SQMC tradicional para avaliacdo de problemas com altas dimensbes, mantendo as
mesmas propriedades de baixa discrepancia das seqliéncias quase-aleatorias aplicadas a
problemas de poucas dimensdes. O algoritmo do modelo QMC hibrido permuta
aleatoriamente uma sequéncia basica de numeros quase-aleatérios, de modo a gerar
novas sequiéncias independentes para cada dimensdo do problema. Assim, para montar
uma matriz de numeros quase-aleatérios de tamanho M x N, onde M representa o
numero de simulagbes e N o nimero de dimensBes, 0 primeiro passo € gerar uma
seqliéncia de nimeros quase-aleatdrios de tamanho N — van der Corput, Halton e Sobol
sdo as mais conhecidas nas aplicacdes em financas -, que representara a primeira coluna
da matriz M x N. Para elaborar as demais colunas da matriz, basta permutar os valores
da primeira coluna, ou seja, todas as colunas possuirdo 0s mesmos elementos, mas
organizados em ordem aleatéria®.

Assim, como o objetivo do modelo desenvolvido no presente trabalho é a

avaliacdo de opcbes down-and-out do tipo americana, representando um problema de

® para se obter independéncia ao longo de cada trajetéria (linha da matriz M x N), deve-se adotar M maior
do que N, ja que esta medida facilita a reducédo da correlagdo que pode existir em seqiiéncias quase-
aleatdrias. De qualquer forma, mesmo para N = D, a seqiéncia pode ser suficientemente independente na
pratica.
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altas dimensdes, optou-se por adotar o modelo QMC hibrido com sequéncias de Halton
tomadas como base para construcdo das matrizes de nimeros quase-aleatérios. Ressalte-
se que, ap0ds gerar a matriz M x N, que possui distribuicdo uniforme, o passo seguinte é
obter a sequiéncia de numeros com distribuicdo Normal padrdo, necessaria para definir
as trajetérias de precos do ativo subjacente, conforme a equacdo (16). Esta nova
seqliéncia € obtida a partir da inversa da fungdo cumulada de probabilidade da
distribuicdo normal, que converte cada numero da matriz de distribuicdo uniforme em

um namero da nova matriz de sequéncias com distribuicdo Normal padréo.

4.4.2. Bissegdo

Conforme visto, no método de GVW, o valor critico no instante T — At pode ser

definido como o valor que iguala os termos da seguinte equacéo:

*

Sta—X= e Er nlCr (S;) St = Sr*—At] (7)

Considerando a légica de programacdo, encontrar o valor critico St significa
encontrar o valor de S 1.4 que anula a equacéo 17, ou seja, encontrar 0 zero da seguinte

funcéo:

f(g)=g-X-e™E_,[C(S)

SI'—At =d] (18)

Para isso, primeiramente estima-se € “Er4[Cr(S1) | Sra = g] através de
simulacOes de trajetorias para o ativo subjacente partindo de g. Em seguida, utiliza-se
um método numérico de aceleracdo de convergéncia, como o bissecdo, para encontrar a
raiz de f(g). Esse procedimento foi utilizado entdo no modelo apresentado neste trabalho
em substituicdo a 22 etapa do modelo GVW original descrita no item 4.

Assim, considerando um intervalo [a,b], em que f(a)x f(b)<0, ou seja, onde
existe pelo menos um zero da funcdo f, 0 método da bissecdo consiste em subdividir,
sucessivamente, este intervalo a metade, considerando o subintervalo onde se verifica a
condicdo de mudanca de sinal dos extremos. Este processo pode ser repetido até o

intervalo ser tdo pequeno quanto o desejado. Assim, geralmente sera necessario escolher
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uma tolerancia ou intervalo no qual a raiz de f(g) estara confinada e, possivelmente,
definir um nimero méximo de iteracGes para o algoritmo de busca.

O algoritmo descrito a seguir, baseado no método de bissecdo, pode melhorar
sensivelmente a velocidade de convergéncia do método GVW. Deve haver cuidado
especial na escolha dos valores iniciais da curva de gatilho de modo a ndo ultrapassarem
os valores criticos das respectivas datas de exercicio antecipado. Escolhidos valores
iniciais adequados, que por sua vez dependem da escolha do intervalo de busca para o

preco critico do ativo subjacente, tem-se:
= 1°ponto de busca: (S;,), = %

Intervalo de busca a que o prego critico fica restrito: [S;, (S, ;)

max ]

= 2°ponto de busca:

Se St - X <€ E [CH(S)]:
Entdo, o 2° ponto de busca sera: (S;_,), = w

Intervalo de busca a que o prego critico fica restrito: [S;, (S;_,),]

Se S;_, — X > e E[C(S))]:
NEARICH

Entdo, o 2° ponto de busca sera: (S;_,), = >

Intervalo de busca a que o prego critico fica restrito: [(S_);, (Sr_.) ]

Novos pontos de busca sdo encontrados até que o intervalo de busca para o
preco critico do ativo subjacente seja menor que a tolerancia adotada, quando entdo o
mesmo procedimento é adotado para encontrar o preco critico do ativo subjacente na

data imediatamente anterior.

5. Aplicacéo dos modelos

Para avaliacdo do modelo desenvolvido, considerou-se sua aplicacdo para

estimativa de pregos de opgOes americanas de compra knock-out-and-down com
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monitoramento discreto da barreira. Utilizou-se um ndmero de datas de exercicio
sempre equivalente ao nimero de intervalos de tempo discretizados. Além disso, foram
adotados, em cada caso, ao menos 10 vezes mais caminhos (nl) para o calculo dos
valores criticos do ativo subjacente do que o nimero de datas discretizadas. Finalmente,
0 numero de simula¢bes definido para o célculo do valor final da op¢do (n2) foi de
50.000.

O julgamento da acurécia do modelo foi entdo realizado a partir da comparacao
dos prémios estimados com aqueles obtidos por meio da aplicacdo do método Adaptive
Mesh Model, de Ahn et al (1999), considerando a construcdo de oito arvores finas para
cada data de barreira (AMMS8). Em relacdo as opgdes estudadas, foram avaliados
diversos cenérios, onde se alternou o nimero de datas em que a barreira € monitorada
(m) e o valor da barreira. Assim, como o modelo desenvolvido € baseado em
simulacdes, para cada cenario foram gerados trinta valores para a op¢ao, obtendo-se a
média e o0 desvio-padrdo dos mesmos.

A tabela 1 apresenta os resultados da aplicacdo do método. Além dos parametros
das simulacGes descritos anteriormente, os demais parametros utilizados foram: preco
do ativo subjacente na data inicial: S=100; preco de exercicio da op¢do: X=102; preco
de rebate: R=5, pago no momento em que a barreira é atingida; desvio-padrao diario do
retorno logaritmo do ativo subjacente: 6=1,89329%; taxa de juros livre de risco anual:
r=13,81143%; e, prazo da opgéo: T=61 dias.

Erro Relativo (%)
m |Barreira| GVW |Desvio-Padrdo | AMM8 |= (GVW — AMMB)/
AMMS8
92 16,7881 0,0213 6,8787 -1,317%
1 94 |7,0252 0,0238 7,1063 -1,141%
96 |7,2341 0,0218 7,3188 -1,157%
98 |7,4315 0,0215 7,5127 -1,081%
92 |7,2869 0,0309 7,3745 -1,188%
3 94 |7,5171 0,0201 7,5912 -0,976%
96 |7,6594 0,0322 7,7055 -0,598%
98 |7,6599 0,0231 7,7234 -0,822%
92 |7,4961 0,0238 7,5866 -1,193%
6 94 |7,6578 0,0269 7,7544 -1,246%
96 |7,7102 0,0273 7,7722 -0,798%
98 |7,5653 0,0288 7,6032 -0,498%

Tabela 1 - Avaliacdo de opcdes americanas de compra knock-out-and-down com
monitoramento discreto da barreira
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Pode-se notar que ha aderéncia entre os precos estimados pelos dois modelos,
embora 0 modelo GVW tenha gerado valores ligeiramente abaixo daqueles
determinados pelo modelo AMMS8. O erro relativo absoluto médio foi de 1%. Por
exemplo, considerando apenas uma data de monitoramento de barreira e o preco de
barreira igual a 92, o modelo GVW gerou um prego para o derivativo 1,317% inferior
ao preco gerado pelo modelo AMMS. Esse foi o maior erro relativo verificado nos
exemplos analisados. J& o desvio-padrao ficou entre 0,00201 e 0,0322, representando,
respectivamente, 0,267% e 0,420% da meédia das 30 simulac¢Ges utilizadas como
estimativa para o preco do derivativo.

H& ainda um fato interessante a se destacar na tabela 1. Considerando-se as
opcdes com barreiras monitoradas em apenas uma data (m=1) e aquelas com barreiras
monitoradas em 3 datas (m=3), 0 preco estimado aumenta na medida em que o preco de
barreira € maior. Porém, o mesmo ndo ocorre com as op¢Ges com barreiras monitoradas
em 6 datas. Neste caso, embora a op¢cdo com 0 menor preco estimado seja aquela que
possui 0 menor preco de barreira, a que possui 0 maior preco estimado ndo é a de maior
preco de barreira, mas a que possui preco de barreira igual a 96.

Embora possa parecer estranho em um primeiro momento, é natural que a
mudanca no preco da opcao nem sempre ocorra na mesma direcdo da mudanca no preco
de barreira. Esse fato ocorre, pois, além do preco de barreira, o impacto no preco da
opcdo depende ainda de outros fatores, como 0 preco de rebate, as datas em que a
barreira € monitorada, entre outros. Por exemplo, tomando-se por base trajetérias
geradas por um modelo de simulagéo, a presen¢a de uma barreira em uma data qualquer
aumentara o valor de uma opcdo vanilla equivalente somente na situagdo em que
capturar na barreira trajetdrias cujo valor presente dos payoffs que seriam gerados ao se
desconsiderar a barreira (VPpayort) Sejam inferiores ao valor presente do rebate gerado na
data de barreira (VPrebae). COmo a diferenca entre VPpayort € VPrevate € afetada por
diversos fatores, conclui-se que a ado¢do de mais uma data de barreira ou a alteracdo do
preco de barreira pode influenciar o valor final da opgéo de diversas maneiras.

No exemplo analisado, considere-se uma barreira no valor de 98 monitorada
somente na data imediatamente anterior ao vencimento da opcdo. Essa barreira
capturaria todas as trajetdrias simuladas com precos do ativo subjacente naquela data

iguais ou inferiores ao preco de barreira. Como o pre¢o de exercicio no exemplo
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analisado é de 102 e na data de barreira as opc¢des estariam a apenas um passo do
vencimento, essas trajetdrias teriam alto potencial de atingirem o vencimento deixando
a opcdo fora-do-dinheiro, o que significa que dificilmente gerariam payoffs positivos
para a opcdo de compra sem a barreira. Fica claro entdo que a implementacdo da
barreira nessa data teria como impacto transformar um conjunto de trajetorias com valor
presente nulo em trajetorias com valor equivalente ao valor presente do preco de rebate,
gerando impacto positivo sobre o preco da opg¢éo. Por outro lado, se fossem alterados a
data de monitoramento da barreira — por exemplo, estabelecendo-a logo apds a emissédo
da opcéo —, o preco de barreira ou ainda o preco de rebate — por exemplo, para zero —,

obviamente o efeito poderia ser bem diferente.

5.1. Andlise de Sensibilidade

De forma a verificar a aderéncia entre os resultados apresentados pelos dois
modelos, é avaliado a seguir o comportamento do preco das opg¢bes com 3 datas de
monitoramento da barreira (analisadas no item 5) frente as seguintes mudancas em
determinados parametros: (i) reducdo de 100% no preco de rebate; (ii) aumento de
100% no preco de rebate; (iii) reducdo de 50% na volatilidade diaria do ativo
subjacente; e (iv) aumento de 50% na volatilidade didria do ativo subjacente. Os
resultados sdo apresentados na tabela 2.

Conforme esperado, o preco da op¢do muda no mesmo sentido das alteracdes
realizadas sobre o preco de rebate. Por exemplo, considerando os modelos GVW e
AMMS aplicados para avaliacdo da opgdo com preco de barreira 98, a redugéo de 100%
no preco de rebate gerou uma queda de 37,78% e de 37,83% em relagdo ao preco da
opcao original, respectivamente. Ja a elevacdo de 100% no preco de rebate gerou um
aumento de 37,79% e de 37,83% no preco da opcdo, respectivamente. Note-se, portanto,
que ha um efeito simétrico das alteracbes no preco de rebate sobre o prego da opcao.
Verifica-se também que as op¢Bes com maior preco de barreira sdo mais sensiveis as
alteracdes no preco de rebate. Esse fato era esperado, ja que, neste caso, ha uma maior
probabilidade da barreira ser atingida do que na situacdo em que a barreira é definida
em um patamar mais baixo.

As opcbes também apresentaram sensibilidade as mudancas realizadas na
volatilidade do ativo subjacente. Este parametro gera dois efeitos sobre o preco do
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derivativo. Além de aumentar a chance da opcao entrar no dinheiro, torna também mais
provavel que a barreira seja atingida, gerando para o detentor da opc¢do o recebimento
do preco de rebate que, nos exemplos analisados, representam payoffs com impacto
positivo sobre o preco da opcao.

Finalmente, verifica-se na Gltima coluna da tabela 2 que os dois modelos
utilizados apresentaram resultados semelhantes em relacdo as mudancas aplicadas nas

variaveis, sendo a maior diferenca entre os resultados apresentados pelo modelo GVW e

pelo modelo AMMS de -1,534%. O erro relativo absoluto médio foi de 0,99%.

Diferenca (%) Diferenca (%) | Erro Relativo (%)
Alteracéo Barreira| GVW | emrelacdoa | AMM8 | em relagéo a |= (GVW — AMMS)/
opc¢éo original opcao original AMMS

Reduc&o de 92 |5,6861 -21,97% 5,7747 -21,69% -1,534%
100% norebate | 98 | 4,7659 -37,78% 4,8018 -37,83% -0,748%
Aumento de 92 |8,8726 21,76% 8,0743 +21,69% -1,133%
100% norebate | 98 | 10,555 37,79% 10,6450 | +37,83% -0,846%
Reducdo de 50%| 92 | 3,4197 -53,07% 3,4384 | -53,37% -0,544%
na volatilidade 98 |4,9123 -35,87% 4,9206 -36,29% -0,169%
Aumento de 50%| 92 | 10,239 40,51% 10,4245 | +41,36% -1,780%
na volatilidade 98 | 9,9067 29,33% 10,0257 | +29,81% -1,187%

Tabela 2 - Analise de Sensibilidade - op¢des americanas de compra knock-out-and-
down com monitoramento discreto da barreira (3 datas de monitoramento da barreira)

Considerando as opcBes com preco de barreira igual a 92 apresentadas na tabela
2, a figura 1 apresenta as curvas de gatilho, representando os precos do ativo
subjacentes que, caso atingidos, gerariam 0 exercicio imediato da op¢do. Ressalte-se
que, conforme metodologia descrita no item 4, os pregos de barreira séo levados em
conta para construcdo das mesmas. Além disso, da mesma forma que as curvas de
gatilho, caso o preco do ativo subjacente atinja a barreira em uma data em que a mesma
é valida, o fluxo resultante da opg¢do passa a ser o preco de rebate.

Por exemplo, pode-se notar na figura 1 que a redugdo de 50% na volatilidade
gerou um deslocamento para cima na curva de gatilho. Por outro lado, a reducdo de
50% na volatilidade gerou um deslocamento para baixo na curva de gatilho. Observa-se
ainda que, ao se considerar as variagcdes no preco de rebate, as curvas de gatilho ficaram
bem proximas uma da outra, situando-se abaixo da curva de gatilho da opg¢&o original.
Outro ponto a se destacar é que todas as curvas de gatilho convergem para 0 mesmo

valor, terminando com valor igual a 102 na data de vencimento. Esse comportamento
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era esperado, ja que esse valor representa na verdade o preco de exercicio da opgédo. Por
fim, cabe destacar que ndo existe relacdo entre a posi¢éo das curvas de gatilho e o preco
final do derivativo, ja que as simulacdes realizadas ap6s a construcdo das curvas levam

em consideracao parametros diferentes em cada caso.

300 T T T

I
B Opcdo Original
Reducao de 100% no rebate

-
2801 T

“~ ————— Aumento de 100% no rebate
- = cror ;

o] e Reducéo de 50% na volatilidade 4

£ Aumento de 50% na volatilidade

~,

Prego

80 1 1 1 |
0 50 100 150 200 245
Intervalo de Tempo

Figura 1 — Curvas de gatilho (preco de barreira igual a 92)

6. Conclusdes

As opg¢des com barreira sdo contratos que envolvem uma certa complexidade, dentre
outras coisas em func¢do do seu payoff depender da trajetoria seguida pelo ativo subjacente. Nao
obstante, representam alternativas interessantes para cobertura de posigdes em diversos ativos,
normalmente a custos inferiores daqueles que seriam gerados a partir de posi¢oes em opcoes
vanilla. Desse modo, a principal motivagdo do presente trabalho foi desenvolver uma nova
ferramenta para avaliacdo adequada desses derivativos - em especial na situacdo em que as
barreiras sdo monitoradas de forma discreta -, 0 que se torna imprescindivel para melhor
compreensao e uso adequado dos mesmos.

A adaptacdo do Método de Grant, Vora e Weeks (GVW) (1997) desenvolvida
apresentou boa aderéncia com os resultados obtidos a partir da aplicagdo do modelo Adaptive
Mesh Model, de Ahn et al (1999). Destaque-se que, embora as aplicaces realizadas neste
trabalho tenham se concentrado nas opgdes knock-out-and-down, aquele modelo pode ser
ajustado para avaliagdo de outros tipos de opgéo, como as opgBes knock-out-and-up, knock-in-
and-down, knock-in-and-up, caps, floors, ou ainda as op¢Bes com barreira de monitoramento

continuo, como as opgoes flexiveis negociadas na BM&F Bovespa. Por outro lado, destaque-se
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que o modelo Adaptive Mesh Model exige uma modelagem diferenciada para avaliacdo das
opcdes com barreira de monitoramento continuo, conforme proposto por Figlewski e Gao
(1999). Além disso, para avaliacdo das opgoes knock-in, 0 modelo Adaptive Mesh Model exige
a construcdo de duas arvores (além de suas respectivas malhas finas), podendo ocasionar um
aumento representativo nos custos computacionais (enquanto a primeira arvore define o preco
de uma opcdo vanilla, a segunda se baseia na primeira para definir o preco da opcdo knock-in).

Assim, acredita-se que a adaptacdo do modelo GVW aqui apresentada possa ser
utilizado por participantes do mercado interessados em negociar esses titulos, permitindo, além
de encontrar seus precos justos, a realizacdo de analises de sensibilidade do valor dos mesmos
frente a mudancas nos pardmetros de entrada dos modelos.

Adicionalmente, quanto a possiveis aprimoramentos ou extensdes deste trabalho, uma
idéia interessante seria, com base nas curvas de gatilho que ja sdo definidas no modelo GVW,
calcular-se as probabilidades de exercicio da opg¢do, ou ainda obter-se as probabilidades de que
a barreira seja ou ndo atingida ao longo de sua vida atil, o que representaria uma informacao
importante para os negociadores destes produtos. Uma abordagem semelhante para calculo de
probabilidades de exercicio de opgbes com base em SimulagBes de Monte Carlo pode ser

encontrada em lorio, Samanez e Raposo (2006).
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