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Resumo 
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Banco Central do Brasil. As opiniões expressas neste trabalho são exclusivamente dos 

autores e não refletem, necessariamente, a visão do Banco Central do Brasil. 
 

 
O presente trabalho considera a avaliação de opções de troca e de spread 
européias e americanas. Quanto à análise das opções européias em questão, 
desenvolveu-se um modelo baseado no Método de Simulação de Monte 
Carlo, considerando a simulação conjunta das trajetórias de preços dos 
ativos referenciados. Os resultados do mesmo foram comparados com os 
prêmios estimados por meio das fórmulas de Margrabe (1978) e Kirk 
(1995), respectivamente. Considerando a avaliação de opções americanas, 
desenvolveu-se um modelo que consiste em uma adaptação do método 
Mínimos Quadrados de Monte Carlo (MQMC), de Longstaff e Schwartz 
(2001), de forma a considerar o caso multidimensional. Os resultados 
encontrados foram comparados com aqueles obtidos a partir dos modelos de 
Rubinstein (1994) e de Brandimarte (2006), ambos baseados no método 
lattice piramidal. Note-se que, ao contrário dos modelos lattice piramidais, a 
adaptação do modelo MQMC possui a vantagem de permitir a extensão para 
três ou mais ativos subjacentes. 
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1. Introdução 

 

Opções multidimensionais são opções cujo resultado é função do preço de dois 

ou mais ativos. Além das opções de troca e das opções de spread, foco de estudo desse 

artigo, pode-se citar como alguns dos principais exemplos desse tipo de derivativo as 

opções sobre o preço mínimo ou máximo de um conjunto de ativos, as opões sobre a 

razão ou o produto do preço de dois ou mais ativos, as opções sobre uma carteira de 

ativos, entre outras.  

Margrabe (1978) foi o primeiro a obter uma solução analítica para o 

apreçamento de opções de troca européias, demonstrando ainda que o exercício 

antecipado desse tipo de opção não é justificável caso os ativos subjacentes não 

prevejam a distribuição de dividendos. Por conseguinte, na ausência de dividendos, os 

resultados encontrados por ele para opções européias tornam-se válidos também para 

opções americanas. Adicionalmente, Margrabe derivou as relações de paridade entre 

opções americanas de compra e venda desse tipo de derivativo. 

Embora as opções de troca possam ser vistas como opções de compra sobre o 

ativo 1 - com preço de exercício igual ao preço do ativo 2 - ou opções de venda sobre o 

ativo 2 - com preço de exercício igual ao preço ativo 1 -, a constatação de Margrabe 

(1978) quanto ao exercício antecipado de opções de troca sobre ativos subjacentes sem 

dividendos não é conflitante com aquela apresentada por Merton (1973), que 

demonstrou que nunca é ótimo exercer antecipadamente uma opção americana de 

compra vanilla sobre ações sem dividendos, mas que o mesmo não poderia ser dito em 

relação às opções de venda. A distinção entre as conclusões de Merton (1973) e 

Margrabe (1978) decorre do fato de que, no caso das opções vanilla, o preço de 

exercício é fixo, já no que se refere às opções de troca, o preço de exercício é 

representado pelo preço de um outro ativo subjacente e, portanto, muda ao longo do 

tempo. 

Stulz (1982) desenvolveu fórmulas analíticas para o apreçamento de opções 

européias de compra e de venda sobre o preço máximo ou o mínimo de dois ativos. 

Mostrou-se que uma opção de compra sobre o preço mínimo de dois ativos pode ser 

avaliada a partir da fórmula aplicada às opções de troca proposta por Margrabe (1978), 

sendo a única condição que o preço de exercício seja nulo, ou seja, que no cálculo do 

payoff o preço mínimo dos ativos subjacentes não seja subtraído de um montante fixo 
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representado pelo preço de exercício. Slutz (1982) demonstrou também que o preço de 

uma opção de compra européia sobre o mínimo entre dois ativos aumenta na medida em 

que a correlação entre estes se aproxima de 1. Essa constatação decorre do fato de que 

quando há um aumento no coeficiente de correlação entre os dois ativos, a 

probabilidade do preço do ativo 1 e do ativo 2 no vencimento estarem acima do preço 

de exercício da opção também aumenta, tornando maior o valor esperado do payoff da 

opção. 

Johnson (1987) estendeu os resultados encontrados por Stulz (1982), 

considerando o apreçamento de opções de compra sobre o mínimo e máximo de 

múltiplos ativos, enquanto Kirk (1995) desenvolveu solução analítica para o 

apreçamento de opções de spread européias. Cabe ressaltar que, conforme será visto no 

próximo item desse artigo, as opções de troca são na verdade opções de spread com 

preço de exercício nulo. 

Cox et al. (1985) e Longstaff (1990) apresentaram soluções analíticas para uma 

variedade de opções sobre taxa de juros, incluindo a opção de trocar uma taxa de juros 

por outra, análoga às opções de troca de ativos estudadas por Margrabe (1978). Nessa 

linha, Qiang Fu (1996) estudou o problema de apreçamento de opções européias cujo 

payoff é representado pela diferença entre uma mesma taxa de juros medida em vértices 

diferentes (yield-curve spread options), defendendo a importância da utilização de 

modelos com dois fatores de modo a considerar os movimentos imperfeitos das taxas de 

juros. 

Berrahouim (2007) desenvolveu dois métodos para avaliação de opções de 

spread e opções digitais com a capacidade de ajuste em função do comportamento da 

curva de volatilidade - sorriso da volatilidade (smile). Berrahouim defende que o preço 

da opção sobre spread é sensível ao formato da curva de volatilidade dos ativos 

subjacentes, mas que o efeito maior ocorre sobre as opções digitais. O primeiro método 

proposto pelo autor consiste em alterar o preço de exercício da opção em função da 

volatilidade de cada ativo subjacente, representando apenas uma consideração parcial 

do sorriso da volatilidade. O segundo método leva em consideração a curva total de 

volatilidade, e envolve cálculos de integração numérica mais sofisticados. 

Embora diversos autores tenham desenvolvido soluções analíticas para 

apreçamento de opções multidimensionais, estas são aplicáveis somente em alguns 

casos específicos, não permitindo acomodar, por exemplo, a possibilidade de exercício 
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antecipado das opções americanas. Assim, em paralelo ao desenvolvimento de soluções 

analíticas (ou fechadas) para problemas com derivativos dependentes de mais de um 

ativo subjacente, foram exigidos ao longo do tempo renovados esforços para o 

aprimoramento dos métodos numéricos adequados à solução de diversos problemas 

relacionados ao tema. Ademais, mesmo nos casos em que há solução analítica, é 

desejável que se desenvolva soluções alternativas que, além de apresentarem 

supostamente os mesmos resultados de uma solução analítica, contemplem a 

possibilidade da realização de análises adicionais, como o cálculo de probabilidades de 

exercício de opções através do método de Simulações de Monte Carlo ou o cálculo de 

medidas de sensibilidade (letras gregas) para elaboração de estratégias de hedge. 

Os métodos numéricos podem ser divididos basicamente em três categorias: 

métodos para solução de equações diferenciais parciais, com destaque para os métodos 

de diferenças finitas, introduzidos no campo de finanças por Brennan and Schwartz 

(1997); Método de Simulação de Monte Carlo, cuja primeira aplicação em finanças foi 

realizada por Boyle (1977); e métodos lattice, proposto inicialmente por Cox et al. 

(1979). 

O método de Simulação de Monte Carlo tem sido estendido freqüentemente para 

avaliação de diversos tipos de derivativos. Na teoria financeira, a Simulação de Monte 

Carlo tem sido usada largamente no cálculo das opções, na medição de risco de 

mercado e de crédito, no cálculo do Valor em Risco (VaR), na análise de projetos de 

investimento, na avaliação de projetos por Opções Reais, entre outros. No que se refere 

à avaliação de opções, alguns modelos derrubaram a crença de que os métodos de 

simulação seriam aplicáveis somente à avaliação de opções européias, ou seja, que não 

apresentavam flexibilidade para avaliação de opções americanas. Um dos modelos que 

se destaca nesse sentido é o método Mínimos Quadrados de Monte Carlo (Least 

Squares Monte Carlo), de Longstaff e Schwartz (2001). Iorio et al (2006) apresentam 

uma aplicação desse método, bem como dos métodos de Grand, Vora e Weeks  (1996) e 

de Diferenças Finitas para avaliação de títulos conversíveis com opções de compra 

americanas e opções de venda bermuda implícitas em contrato. Araújo (2004) avaliou 

opções reais a partir do Método dos Mínimos Quadrados de Monte Carlo. 

Baseados no Método de Simulação de Monte Carlo, Villani (2007) desenvolveu 

modelos para apreçamento de três tipos de opções multidimensionais: (i) opções 

européias de troca sobre ativos subjacentes que contemplam a distribuição de 
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dividendos; (ii) opções européias de troca em que o ativo subjacente é outra opção de 

troca (compound exchange), e; (iii) opções de troca pseudo-americanas, que 

representam opções com mais de uma data de exercício, também conhecidas como 

opções bermuda. Em seus modelos, Villani (2007) reduziu a bi-dimensionalidade do 

problema de avaliação de opções de troca a partir da simulação de valores para a razão 

entre os preços dos ativos subjacentes. Os resultados encontrados foram comparados 

com aqueles apresentados por Margrabe (1978) - opções européias de troca sobre ativos 

subjacentes que contemplam a distribuição de dividendos -, Carr (1988) - opções 

européias de troca em que o ativo subjacente é outra opção de troca -, e Armada et al 

(2007) - opções pseudo-americanas. 

No campo dos modelos que utilizam a abordagem lattice para tratar da avaliação 

de opções multidimensionais, apresentando boa flexibilidade e permitindo uma 

interpretação intuitiva do problema analisado, pode-se destacar os trabalhos 

Venkatramanan (2005), Boyle (1988), Boyle, Evnine e Gibbs (1989), Kamrad e 

Ritchken (1991), Brandimarte (2006) e Rubinstein (1994).  

Venkatramanan (2005) apresentou um modelo lattice de 3 dimensões com 

interpolação multidimensional para avaliação de opções européias e americanas 

lançadas sobre dois ou mais ativos. Da mesma forma que Berrahouim (2007), o modelo 

de Venkatramanan permite considerar ajustes em função do sorriso da volatilidade. 

Boyle (1988) desenvolveu um modelo trinomial para avaliação de opções 

americanas de venda sobre o preço mínimo entre dois ativos subjacentes em que as 

probabilidades de mudanças em seus preços são obtidas a partir da melhor aproximação 

dos dois primeiros momentos da distribuição discretizada em relação àqueles obtidos a 

partir da distribuição lognormal conjunta dos retornos. Assim, como premissa básica, 

Boyle assumiu que a distribuição de probabilidade dos preços dos dois ativos 

subjacentes é lognormal bivariada. Considerando dois ativos subjacentes, o modelo de 

Boyle considera como aproximação do processo conjunto lognormal bivariado dos 

preços destes ativos cinco trajetórias de preço alternativas.  

Como a aplicação do modelo de Boyle (1988) podia gerar probabilidades 

negativas para as mudanças nos preços dos ativos subjacentes, Boyle, Evnine e Gibbs 

(1989) consideraram uma modelagem alternativa para avaliação de opções européias de 

venda sobre múltiplos ativos em que, no caso de dois ativos subjacentes, são usados 

quatro movimentos de preço para aproximação do processo estocástico do retorno 
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logaritmo dos preços. Através da aproximação da função geradora de momentos da 

distribuição aproximada com a função geradora de momentos real da distribuição 

normal, o problema recai, em cada mudança de tempo, na resolução de um sistema com 

quatro equações e quatro incógnitas. A única expressão probabilística para a 

distribuição multinomial é então usada para avaliação do derivativo estudado. Apesar de 

Boyle, Evnine e Gibbs (1989) terem avaliado a acurácia do modelo a partir de sua 

aplicação a uma opção européia com 3 ativos subjacentes, uma característica do método 

em questão é que este pode captar facilmente a possibilidade de exercício antecipado de 

opções americanas. 

Kamrad e Ritchken (1991) desenvolveram uma metodologia alternativa e mais 

generalizada para avaliação de derivativos sobre um ou mais ativos subjacentes que, 

assim como Boyle, Evnine e Gibbs (1989), consiste na discretização do processo 

estocástico do retorno logaritmo dos preços a partir de uma árvore multinomial. Porém, 

ao contrário de Boyle, Evnine e Gibbs (1989), a árvore de Kamrad e Ritchken (1991) 

permite movimentos horizontais dos preços. Assim, Kamrad e Ritchken demonstraram 

que o modelo binomial de Cox, Ross e Rubinstein (1979) representava um caso 

particular de seu modelo quando aplicado à apenas uma variável de estado. Já o modelo 

de Boyle, Evnine e Gibbs (1989) representava um caso especial de seu modelo quando 

aplicado a duas variáveis de estado.  

Outros modelos de destaque que utilizam a abordagem lattice para avaliação de 

opções sobre dois ativos correlacionados são os modelos de Brandimarte (2006) e 

Rubinstein (1994), que se baseiam em uma árvore tri-dimensional em que as 

discretizações de dois processos estocásticos correlacionados são representadas em 

pirâmides binomiais. O modelo de Brandimarte internaliza a correlação entre os ativos 

subjacentes nos preços possíveis do segundo ativo a partir dos preços observados do 

primeiro ativo, enquanto o modelo de Rubinstein considera a correlação entre os ativos 

subjacentes na definição das probabilidades de alta ou baixa de seus preços. 

O presente artigo considera a avaliação de opções de troca e opções de spread 

européias e americanas a partir da aplicação de alguns dos principais métodos descritos 

anteriormente, e está dividido em cinco seções. Após a presente introdução, o item 2 

está focado em detalhar aspectos gerais inerentes às opções multidimensionais, 

descrevendo suas características e particularidades. Os itens 3 tratam especificamente da 

avaliação de opções de troca e opções de spread européias. O modelo proposto para 
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avaliação desses derivativos baseia-se no Método de Simulação de Monte Carlo que, 

nas aplicações em questão, considera a simulação conjunta dos ativos subjacentes 

referenciados, o que se torna necessário para que se leve em conta a correlação existente 

entre estes. Após a apresentação do modelo, realiza-se a aplicação do mesmo em 

situações específicas, considerando tanto a avaliação de opções de troca quanto opções 

de spread européias. O julgamento da consistência dos resultados obtidos é então 

realizado a partir da comparação com os prêmios das opções gerados por meio da 

aplicação das fórmulas de Margrabe (1978) - no caso de opções de troca - e Kirk (1995) 

- no caso de opções de spread 1. 

Após a avaliação das opções européias, o item 4 é dedicado à análise de opções 

de troca e opções de spread americanas, quando são considerados três modelos 

específicos. O primeiro e o segundo modelo consistem em uma aplicação dos métodos 

lattice baseado em pirâmides binomiais de Rubinstein (1994) e de Brandimarte (2006), 

respectivamente. Já o terceiro modelo dedicado à avaliação das opções americanas em 

estudo refere à aplicação do método dos Mínimos Quadrados de Monte Carlo (MQMC) 

de Longstaff e Schwartz (2001) para avaliação desses derivativos. Cabe destacar que, 

como este foi desenvolvido originalmente para avaliação de opções americanas vanilla, 

tornou-se necessária uma adaptação do mesmo de forma a considerar o caso 

multidimensional. Assim, em uma etapa seguinte, são realizadas aplicações dos três 

modelos - lattice de Rubinstein (1994), lattice de Brandimarte (2006) e MQMC de 

Longstaff e Schwartz (2001) - considerando alguns exemplos de opções americanas de 

troca e de spread, comparando-se os resultados encontrados por cada metodologia 

empregada. 

Finalmente, o item 7 é dedicado aos comentários e conclusões finais. 

 

2. Opções de troca, opções de spread e outras opções multidimensionais 

 
A principal peculiaridade das opções multidimensionais são os payoffs 

dependentes do preço de dois ou mais ativos. 2 Nessa linha, considerando Si como o 
preço do ativo i, alguns exemplos de opções multidimensionais são:  
 

                                                 
1 As fórmulas propostas por Kirk e Margrabe são apresentadas no anexo 1. 
2 Algumas subclassificações das opções multidimensionais são as opções arco-íres (em inglês, Rainbow 
Options), que normalmente referenciam o preço de três ou mais ativos, ou as basket options, que recebem 
esse nome por referenciar uma cesta de ativos. 
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� Opção de troca → O payoff é definido com base na diferença de preços entre dois 
ativos. 
payoff da opção de compra: )0,max( 12 SS −                          (1) 

payoff da opção de venda: )0,max( 21 SS −                          (2) 
 
� Opção sobre o preço máximo de dois ou mais ativos → Como o próprio nome 

indica, o payoff é definido com base no preço máximo entre dois ou mais ativos. A 
aplicação direta desse tipo de opção consiste no hedge de carteiras com ativos com 
correlações negativas. 
Payoff da opção de compra considerando dois ativos subjacentes: 

]0,),max[max( 21 XSS −                         (3) 
Payoff da opção de venda considerando dois ativos subjacentes: 

]0),,max(max[ 12 SSX −                           (4) 
 
� Opção sobre o preço mínimo de dois ou mais ativos → Como o próprio nome 

indica, o payoff é definido com base no preço mínimo entre dois ou mais ativos. A 
aplicação direta desse tipo de opção é a mesma referente às opções sobre o preço 
máximo de ativos, ou seja, no hedge de carteiras com ativos com correlações 
negativas. 
payoff da opção de compra considerando dois ativos subjacentes: 

]0,),([ 21 XSSmínmín −                           (5) 
payoff da opção de venda considerando dois ativos subjacentes: 

]0),,([ 12 SSmínXmín −                             (6) 
 
� Opção de spread → Como nas opções de troca, o payoff é definido com base na 

diferença de preços entre dois ativos. Porém, considera-se ainda um preço de 
exercício em seu cálculo. Na verdade, as opções de troca são essencialmente opções 
de spread com preço de exercício nulo. 
payoff da opção de compra: ]0,)max[( 12 XSS −−                       (7) 

payoff da opção de venda: ]0),(max[ 12 SSX −−            (8) 
 
� Opção com preço de exercício duplo → O payoff é baseado em dois preços de 

exercício, cada um dependente de um ativo subjacente distinto. 
payoff da opção de compra: ]0),(),max[( 2211 KSKS −−           (9) 

payoff da opção de venda: ]0),(),max[( 2211 SKSK −−         (10) 
 
� Opção sobre a razão entre os preços dos ativos subjacentes → Como o próprio nome 

indica, o payoff é baseado na razão entre os preços de dois ativos. 
payoff da opção de compra: ( )0,max 12 XSS −                      (11) 

payoff da opção de venda: ( )0,max 12 SSX −                      (12) 
 
� Opção sobre o produto dos preços dos ativos subjacentes → Como o próprio nome 

indica, o payoff é baseado no produto entre os preços de dois ativos. 
payoff da opção de compra: ( )0,max 12 XSS −×                     (13) 

payoff da opção de venda: ( )0,max 12 SSX ×−                      (14) 
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� Opções sobre carteiras → O payoff é baseado no valor de uma carteira com 
percentuais específicos alocados em dois ou mais ativos subjacentes. 
payoff da opção de compra: ]0,)...max[( 11 XSnSn mm −++ , onde 0>in       (15) 

payoff da opção de venda: ]0),...(max[ 11 mm SnSnX ++− , onde 0>in       (16) 
 

Assim, no que se refere às opções de troca e opções de spread, que representam 

os derivativos analisados no presente artigo, e cujos payoffs tomam como referência a 

diferença de preços entre dois ativos subjacentes, essas podem ser negociadas sobre 

uma grande variedade de ativos, como ações, taxas de juros, commodities, contratos 

futuros, entre outros. Tem o potencial de representar, portanto, oportunidades de hedge 

e investimento a diferentes participantes do mercado. 

Por exemplo, no mercado de renda fixa, o payoff de uma opção de spread pode 

ser definido pela diferença entre duas ou mais taxas de juros, como no caso das opções 

sobre a diferença de rentabilidade de hipotecas e títulos do tesouro americano, 

oferecidas pelo banco Goldman Sachs (Mortgage Over Treasury Options- MOTTO), ou 

ainda a partir de uma mesma taxa de juros observada em vértices diferentes, como a 

opção sobre a inclinação da curva de juros de títulos do tesouro americano, também 

oferecidas pelo Goldman Sachs (Slope-of-the-Yield-Curve Options). Há ainda as 

Spread-Lock Options, representando opções sobre swaps de taxas de juros, que 

oferecem ao titular de uma opção de compra o direito de comprar um swap de taxa de 

juros que, por sua vez, representa a possibilidade de recebimento de um montante 

corrigido pela diferença entre uma taxa fixa e uma taxa flutuante. Por outro lado, o 

titular da opção de venda adquire o direito de vender um swap de taxas de juros que, 

nesse caso, representa a possibilidade de recebimento de um montante corrigido pela 

diferença entre uma taxa flutuante e uma taxa fixa. 

No mercado de  commodities, as opções de troca e as opções e spread podem 

tomar como referência a diferença entre diversos tipos de preços, como: (i) preços de 

uma mesma commodity negociada em duas regiões diferentes (location spreads 

options); (ii) preços de uma mesma commodity avaliados em instantes de tempo 

distintos (calendar spreads options); (iii) preços de insumos e produtos finais referentes 

a um processo de produção específico (processing spreads options), e; (iv) preços de 

um mesmo produto considerando níveis de qualidade distintos (quality spreads 

options). 
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No mercado de energia, a maioria dos participantes lida com as chamadas crack 

spread options e spark spread options. As crack spread options representam a compra 

ou venda simultânea de petróleo cru e um produto derivado do petróleo refinado. Nesse 

caso, a diferença de preço entre os dois ativos subjacentes considerados representa o 

valor agregado pelo refino do petróleo. Já as spark spread options representam uma 

proxy do custo de se converter um combustível específico (normalmente gás natural) 

em energia elétrica. Em termos práticos, as spark spread options tomam por base a 

diferença entre o preço do combustível utilizado para gerar uma determinada energia e o 

preço da mesma após atingir o estado final de consumo. 

Embora a negociação desses derivativos seja realizada normalmente no mercado 

de balcão, esses também podem ser negociados em bolsas de valores. Por exemplo, de 

forma a permitir que os participantes do mercado de energia pudessem administrar 

melhor o risco de variação de preços, a New York Mercantile Exchange (NYMEX) 

introduziu em 1994 as crack spread options, oferecendo opções de spread do tipo 

americana baseadas na diferença de preços entre o petróleo combustível (heating oil) e 

o petróleo cru, e sobre a diferença de preços de entre um tipo específico de gasolina, a 

RBOB (Reformulated Gasoline Blendstock for Oxygen Blending), e o preço do petróleo 

cru.  

Adicionalmente, a NYMEX oferece atualmente (desde 2002) as calendar 

spreads options, baseadas na diferença de preços entre contratos futuros com 

vencimentos distintos que, por sua vez, podem tomar como referência diversos 

produtos, como petróleo combustível, energia elétrica, petróleo bruto, gás natural e 

gasolina. Em seu exercício, o comprador de uma opção de venda deste tipo assume uma 

posição vendida no mercado futuro para o vencimento mais curto e uma posição 

comprada no mercado futuro para o vencimento mais longo, adquirindo, por 

conseguinte, um hedge contra a possibilidade de que os custos de carregamento do ativo 

referenciado nos contratos futuros tornem-se maiores. Já o comprador de uma opção de 

compra assume uma posição oposta, ou seja, uma posição vendida no mercado futuro 

para o vencimento mais longo e uma posição comprada no mercado futuro para o 

vencimento mais curto. Nessa linha, as calendar spread options representam uma 

alternativa de hedge mais prática e normalmente mais barata do que a negociação direta 

de contratos futuros com vencimentos distintos. 
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As opções de spread estão presentes também no mercado agrícola, como nas 

chamadas crush spread options oferecidas na Chicago Board of Trade (CBOT). Além 

do contrato futuro de soja, o outro ativo referenciado nesse caso é um contrato futuro de 

óleo de soja ou de grão de soja. Por sua vez, o valor da opção de spread oferecido pela 

CBOT depende da diferença entre o preço do grão ou do óleo extraído de um bushel 

(oito galões) de soja menos o preço do bushel de soja. Dessa forma, pode-se dizer que 

se trata também de uma processing spreads option, sendo o produto bruto a soja, e seu 

derivado o óleo de soja ou o grão de soja. 

Embora as opções de troca e opções de spread ainda não sejam oferecidas no 

Brasil, estas poderiam ser implementadas considerando as diferenças entre preços de 

uma grande variedade de ativos, como taxas de juros, commodities, contratos futuros, 

swaps, ações ordinárias e preferenciais de emissão de uma mesma empresa, ações de 

duas empresas de um mesmo setor ou de setores distintos, entre outros.  

Em relação às opções baseadas em duas ou mais ações distintas, essas 

produziriam efeitos equivalentes à compra e venda simultânea dessas ações no mercado 

a vista, porém, nesse caso, deixaria de existir a necessidade de posse do ativo a ser 

vendido ou a obrigação de alugá-lo, bem como a obrigação de compra e venda no 

mercado a vista. Por conseguinte, tornar-se-ia possível que o participante do mercado 

aproveitasse o movimento relativo de preços entre os dois ativos referenciados com 

custos menores e maior alavancagem. Azevedo e Barbachan (2004) apresentaram uma 

comparação dos resultados obtidos a partir da compra de opções de troca européias e da 

compra e venda simultânea dos ativos subjacentes referenciados na opção, 

demonstrando que quando o mercado se move no sentido oposto ao esperado os 

prejuízos são minimizados através da utilização de opções de troca. 

Outra aplicação das opções de troca e opções de spread no mercado brasileiro 

seria o uso das spread-lock options, que poderiam referenciar os diversos swaps 

negociados na BM&F, ou ainda a implementação de calendar spreads options baseadas 

na diferença de preços entre os contratos futuros da BM&F com vencimentos distintos, 

como os contratos futuros mini de café, boi gordo, dólar, Ibovespa, ou qualquer outro 

contrato futuro padrão negociado na bolsa. Assim, a negociação desses derivativos 

poderia representar a oportunidade mais prática e mais barata de hedge contra a 

possibilidade de que os custos de carregamento do ativo referenciado nos contratos 

futuros sofram alterações desfavoráveis ao participante. 
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3. Avaliação de opções de troca e opções de spread européias por Simulação de 

Monte Carlo 

 

3.1 Descrição do modelo 

 

A avaliação de opções vanilla européias através do Método Simulação de Monte 

Carlo pode ser resumida em três etapas: 

 

1. Simulações dos valores da ação subjacente na data de vencimento da opção 

(mundo neutro ao risco); 

2. Determinação do payoff do derivativo; 

3. Apreçamento da opção através da média do valor presente dos payoffs à taxa 

de juros livre de risco (mundo neutro ao risco). 

 

Assim, admitindo-se que o preço da ação subjacente segue o Movimento 

Geométrico Browniano, pode-se demonstrar que o modelo discreto apropriado de 

evolução do logaritmo neperiano do preço da ação subjacente é:  

 

ttq

t eSS
Δ+Δ

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−

=
σεσμ

2
0

2

                                (17) 

             

No mundo neutro ao risco, a expectativa de retorno do investimento na ação 

subjacente já está embutida no seu preço, de forma que não se torna necessário conhecê-

la. Desta forma, antes de iniciar as simulações, deve-se substituir μ pela taxa de juros 

livre de risco na equação (17). Assim, a partir da simulação de valores para ε  (que 

segue uma distribuição normal padronizada), são definidas as possíveis trajetórias a 

serem percorridas pelo valor da ação subjacente ao longo do tempo. Na medida em que 

o número de trajetórias vai aumentando, começa-se a desenhar uma distribuição de 

preços do ativo subjacente na data de vencimento da opção. Para um número de 

trajetórias suficientemente grande para que se obtenha a convergência dos resultados, o 

valor presente do payoff de cada trajetória determinará então o prêmio da opção 

analisada. 
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 Porém, para avaliação de opções de troca e opções sobre spread européias torna-

se necessário considerar a correlação existente entre os ativos referenciados. Dessa 

forma, deve-se realizar a simulação conjunta das trajetórias de preços desses ativos.  

Conforme visto, o payoff das opções de spread de compra é: 

 

Opções de spread: ]0,)max[( 12 XSS −−                        (18) 

 

 As opções de troca são na verdade opções de spread com preço de exercício 

nulo. O payoff das opções de troca de compra é 3: 

 

Opções de troca: )0,max( 12 SS −                        (19) 

 

 Considerando uma taxa contínua de dividendos de q1 e q2, distribuídos pelos 

ativos S1 e S2, respectivamente, a trajetória de preços de cada ativo referenciado pode 

ser representada pelo processo estocástico a seguir: 

111111 )( dZSdtSqrdS σ+−=                       (20) 
 

222222 )( dZSdtSqrdS σ+−=                          (21) 
 

Onde dZ1 e dZ2 são processos de Wiener com correlação instantânea 2,1ρ :  

 
dtdZdZ 2,121 ρ=                              (22) 

 
 Assim, o ponto adicional que precisa ser considerado para aplicação do Método de 

Simulação de Monte Carlo para avaliação das opções de troca e opções de spread é a simulação 

conjunta dos processos estocásticos apresentados nas equações 20 e 21. Para tanto, a partir da 

matriz de covariâncias correspondente a duas variáveis com distribuição normal padronizada e 

correlação ρ1,2, deve-se então utilizar a fatoração de Cholesky para encontrar a única matriz 

triangular superior L tal que LL′=∑ : 

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=∑

1

1

2,1

2,1

ρ
ρ

                            (23) 

 

                                                 
3 Tanto no caso das opções de spread quanto no caso das opções de troca, o payoff das opções de venda 
são obtidos a partir das inversões dos sinais de S1, S2 e X apresentados no payoff das opções de compra. 
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 Pode-se verificar que a partir da multiplicação entre a matriz L abaixo por sua 

transposta, obtém-se a matriz apresentada na equação 23. Assim, a matriz L é o fator de 

Cholesky para ∑ : 

 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
= 2

2,1

2,1

10

1

ρ
ρ

L                                   (24) 

 

 Considerando um vetor com n variáveis aleatórias independentes com distribuição 

normal padrão: 

 

( )′= nZZZZ ,..., 21                              (25) 

 

 O vetor de variáveis aleatórias correlacionadas ( )′= nεεεε ,..., 21  é então obtido por: 

 

ZL′=ε                   (26) 

 

Assim, para simulação de duas variáveis aleatórias correlacionadas (n = 2): 

 

( )′= 21 ,εεε e ( )′= 21 , ZZZ                (27) 

 

Dessa forma, para se simular dois processos de Wiener correlacionados e traçar a 

trajetória de preços dos ativos S1 e S2, o primeiro passo é gerar duas variáveis independentes Z1 

e Z2 com distribuição normal padronizada. Em seguida, deve-se então substituir as variáveis ε1 e 

ε2 descritas a seguir na equação 17. Assim, a trajetória de S1 é obtida com base em ε1, e a 

trajetória de S2 é obtida com base em ε2, definidos conforme a seguir: 

 

11 Z=ε                               (28) 

2
2

2,112,12 1 ZZ ρρε −+=                (29) 

 

Cabe destacar que a única distinção entre a metodologia utilizada para avaliação de 

opções de troca e aquela utilizada para avaliação de opções sobre spread é o critério de 

definição do payoff no vencimento, conforme definido nas equações 18 e 19. 
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3.2 Aplicação do Modelo 

 
Para avaliação do modelo desenvolvido com base em Simulações de Monte 

Carlo, considera-se aqui sua aplicação para estimativa de preços de opções de troca e 

opções de spread européias baseadas em pares específicos de ações. Assim, serão 

analisadas opções com referência em ações ordinárias e preferenciais de emissão de 

uma mesma empresa, além de opções com referência em ações preferenciais de duas 

empresas distintas pertencentes a um mesmo setor. O julgamento da acurácia do modelo 

é então realizado a partir da comparação dos prêmios estimados com aqueles obtidos 

por meio da aplicação das fórmulas de Margrabe (1978) (no caso de opções de troca) e 

Kirk (1995) (no caso de opções de spread), ambas apresentadas no Anexo 1. 

Conforme comentado, essas opções produziriam efeitos equivalentes à compra e 

venda no mercado a vista das ações referenciadas na opção, mas com custos 

potencialmente menores, já que deixaria de haver a necessidade de posse ou aluguel das 

ações, bem como de troca física das mesmas, já que o payoff da opção poderia ser pago 

por diferença. Além disso, esse instrumento permitiria maior alavancagem aos 

participantes, facilitando a realização tanto de hedges quanto de apostas em movimentos 

relativos favoráveis. Outro ponto positivo das opções é que os prejuízos, no caso de um 

movimento adverso de preços, estariam limitados ao prêmio. 

Dessa forma, serão estudadas aqui opções de troca e opções de spread entre 

ações ordinárias e preferenciais da Petrobrás (códigos PETR3 e PETR4, 

respectivamente), do banco Bradesco (códigos BBDC3 e BBDC4, respectivamente) e 

da Vale do Rio Doce (códigos VALE3 e VALE5, respectivamente), bem como opções 

de troca e opções de spread entre ações preferenciais da Petrobrás e da Ipiranga 

(códigos PETR4 e PTIP4, respectivamente), entre ações preferenciais do Bradesco e do 

Itaú (códigos ITAU4 e BBDC4, respectivamente) e entre ações preferenciais da 

Usiminas e da Acesita (códigos USIM5 e ACES4, respectivamente). A tabela 1 

apresenta os dados utilizados referentes às ações consideradas. 
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Tabela 1 – Dados das ações  analisadas 

 
Os payoffs das opções de troca são definidos pela diferença de preços entre as 

ações subjacentes. Assim, os payoffs de cada opção de troca em questão são: 

max(PETR3 – PETR4, 0), max(BBDC3 – BBDC4, 0), max(VALE3 – VALE5, 0), 

max(PETR4 – PTIP4, 0), max(ITAU4 – BBDC4, 0), max(USIM5 – ACES4, 0).  

Já o payoff das opções de spread considera ainda a subtração de um montante, 

que foi adotado no trabalho como sendo igual à diferença de preços entre as ações 

verificada no dia 25 de julho de 2007. Assim, a partir dos preços de fechamento 

mostrados na tabela 1, os payoffs de cada opção de spread em questão são: max(PETR3 

– PETR4 – 8,66, 0), max(BBDC3 – BBDC4 – 0,97, 0), max(VALE3 – VALE5 – 13,85, 

0), max(PETR4 – PTIP4 – 28,99, 0), max(ITAU4 – BBDC4 – 38,52, 0) e max(USIM5 

– ACES4 – 41,9, 0). 

Além das informações descritas acima, os demais parâmetros de entrada 

utilizados para aplicação do modelo são:  

 

� Número de dias úteis até o vencimento das opções é de 66 dias. A discretização do 

tempo realizada nos dois modelos foi de 0,1 dias. 

� A taxa de juros livre de risco utilizada foi de 0,901476% em termos mensais, 

equivalente a taxa CDI (certificado de depósito interfinanceiro) do mês de junho de 

2007, ou 0,002992% no período de 0,1 dias (capitalização contínua). 

� A volatilidade foi estimada a partir dos desvios padrão dos retornos logaritmos 

históricos observados por cada ação subjacente entre os dias 15/06/2006 a 

15/06/2007. A tabela 1 mostra os desvios-padrão anuais e no período de 0,1 dias 

estimados para cada uma das ações referenciadas. 
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� Já a correlação entre as ações referenciadas em cada derivativo, considerando os 

retornos logaritmos históricos observados por cada ação entre os dias 15/06/2006 a 

15/06/2007, são: PETR3 e PETR4 (0,99), BBDC3 e BBDC4 (0,98), VALE3 e 

VALE5 (0,99), PETR4 e PTIP4 (0,84), ITAU4 e BBDC4 (0,97), USIM5 e ACES4 

(0,78). 

� Número de Simulações de Monte Carlo em cada experimento4: 10.000 simulações 

 

A tabela 2 apresenta a comparação dos resultados encontrados pelo modelo de 

Simulação de Monte Carlo e pelo modelo de Margrabe (1978), considerando cada 

opção de troca estudada, além da correlação entre os ativos referenciados em cada 

opção. Pode-se notar uma boa aderência entre os resultados apresentados pelos dois 

modelos. O Erro Quadrático Médio (EQM) foi obtido a partir dos prêmios obtidos em 

cada um dos 20 experimentos de 10.000 simulações realizados e daquele gerado pela 

fórmula de Margrabe. 

 

 

Tabela 2 - Avaliação de Opções de Troca Européias 

 

A tabela 3 apresenta a comparação dos resultados encontrados pelo modelo de 

Simulação de Monte Carlo e pelo modelo de Kirk (1995), considerando cada opção de 

spread estudada. Pode-se notar novamente uma boa aderência entre os resultados 

produzidos pelos dois modelos, sendo que o modelo de Simulação de Monte Carlo 

tendeu a gerar resultados sensivelmente maiores do que aqueles gerados pelo modelo de 

Kirk (1995), sendo a maior discrepância observada de apenas 0,94%, referente à 

avaliação da opção de spread sobre as ações ITAU4 e BBDC4. O Erro Quadrático 

Médio (EQM) foi obtido a partir dos prêmios obtidos em cada um dos 20 experimentos 

de 10.000 simulações realizados e daquele gerado pela fórmula de Kirk. 

 

                                                 
4 Para obtenção de cada preço estimado para das opções analisadas foram realizados vinte experimentos 
de 10.000 simulações, obtendo-se a média dos preços gerados nos experimentos. 
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Tabela 3 - Avaliação de Opções de Spread Européias 

 

Conforme visto, as opções de troca são na verdade opções de spread com preço 

de exercício nulo. Assim, a tabela 4 apresenta uma comparação dos resultados 

referentes à avaliação das opções de troca, mostrados na tabela 2, com os resultados 

gerados pelos modelos de Monte Carlo e Kirk (1995) considerando as mesmas opções 

de spread avaliadas anteriormente, mas com preços de exercício iguais a 0,01, ou seja, 

bem próximos de zero. Por conseguinte, uma avaliação coerente das opções de spread 

deve gerar valores para as mesmas aproximadamente iguais aos valores estimados para 

as opções de troca. Conforme se pode notar na tabela 4, esse comportamento é 

verificado em todos os resultados dos modelos de Simulação de Monte Carlo aplicado à 

avaliação das opções de spread. Por outro lado, o modelo de Kirk (1995) apresentou 

resultados aparentemente inconsistentes. Cabe destacar que, conforme comentado 

anteriormente, a única alteração no modelo de Simulação de Monte Carlo para 

avaliação de opções de spread em relação aquele utilizado para avaliação de opções de 

troca refere-se ao payoff na data de exercício, o que também sugere que o problema na 

avaliação das opções de spread em questão está no modelo de Kirk (1995), que tende a 

subestimar o valor da opção.  

 

 

Tabela 4 - Avaliação de Opções (OT) de troca e Opções de Spread (OS) européias com 

preço de exercício próximo a zero 
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3.2.1 Análise de sensibilidade 

 
Podem ser realizadas mudanças em determinados parâmetros dos modelos de 

forma a verificar a sensibilidade do prêmio da opção frente à variável alterada. Nesse 

item são realizados estudos do comportamento dos preços das opções de troca e das 

opções de spread européias frente a mudanças na volatilidade dos ativos subjacentes, na 

correlação entre os mesmos e na taxa de juros livre de risco. Obviamente, pode-se 

analisar a sensibilidade do prêmio dessas opções frente a mudanças em outros 

parâmetros, como o prazo até o vencimento e, no caso de opções de spread, o preço de 

exercício. 

Dessa forma, a partir do Modelo de Simulação de Monte Carlo e da fórmula de 

Margrabe (1978), a tabela 5 apresenta a análise do comportamento do preço da opção 

européia de troca de ações ordinárias por ações preferenciais da Petrobrás (códigos 

PETR3 e PETR4, respectivamente) frente à redução de 30% na correlação (de 0,99 para 

0,69), ao aumento de 50% na volatilidade diária da PETR3 (de  2,16% para 3,23%) e da 

PETR4 (de  2,02% para 3,03%) e ao aumento de 50% na taxa de juros livre de risco (de 

0,9015% ao mês para 1,3522%). 

 Os resultados apresentados por cada modelo são semelhantes. Conforme se pode 

notar, o preço da opção reagiu positivamente à redução na correlação e ao aumento na 

volatilidade dos ativos subjacentes. Esse comportamento era esperado, já que as duas 

mudanças em questão aumentam as chances de ocorrência de maiores diferenças entre 

os preços da PETR3 e da PETR4 no vencimento da opção, o que eleva a expectativa de 

valor do payoff da mesma. Já a mudança na taxa de juros livre de risco apresentou 

pouca influência sobre o preço da opção, apesar de ter provocado alguma redução em 

seu valor. Esse fato pode parecer estranho em um primeiro momento, já que, conforme 

se sabe, a taxa de juros livre de risco afeta positivamente o prêmio de uma opção de 

compra vanilla.5 O efeito praticamente nulo da taxa de juros sobre as opções de troca 

ocorre em função da característica do payoff dessas opções. Enquanto que em uma 

opção de compra vanilla o payoff é definido pela diferença entre o preço do ativo 

subjacente e do preço de exercício, que é representado por um montante fixo, o payoff 

da opção de troca é definido pela diferença entre o preço de dois ativos subjacentes. 

                                                 
5 Quanto maior a taxa de juros livre de risco, menor será o valor presente do preço de exercício. Uma vez 
que o preço de exercício representa uma possível despesa para o titular da opção de compra vanilla, este 
estará em melhor situação quando a taxa de juros for maior. 
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Assim, no mundo neutro ao risco, o valor esperado de cada ativo subjacente aumenta 

proporcionalmente na medida em que a taxa de juros sobe (e a diferença entre esses 

preços também), a ponto de anular o efeito negativo sobre o preço da opção resultante 

do aumento da taxa de desconto utilizada no cálculo do valor presente do fluxo de caixa 

da mesma. 

  

 
Tabela 5 - Sensibilidade do Preço da Opção de Troca Européia (PETR3 e PETR4) 

 
 

Em complemento a análise apresentada na tabela 5, a partir da fórmula de 

Margrabe (1978), estimou-se os valores da mesma opção de troca analisada 

considerando diferentes níveis de volatilidade da PETR3 e da PETR4, apresentando-se 

os resultados no primeiro gráfico da figura 1. Conforme se pode notar, o valor da opção 

é maior na medida em que a volatilidade entre os ativos subjacentes é diferente, sendo 

que os menores valores da opção são observados quando as volatilidades de cada ativo 

subjacente são iguais. Essa é uma constatação interessante. Como a correlação entre a 

PETR3 e PETR4 é alta, no valor de 0,99, quando a volatilidade das mesmas é parecida a 

possibilidade de haver um descolamento do valor das mesmas no vencimento é menor, 

reduzindo a estimativa de valor para a opção.  

Ainda em relação à figura 1, a análise apresentada no segundo gráfico refere-se 

ao comportamento do preço da opção de troca em questão frente a mudanças no 

coeficiente de correlação entre a PETR3 e PETR4 e diferentes níveis de taxa de juros, 

considerando-se novamente a aplicação da fórmula de Margrabe (1978). Conforme 

pode ser verificado, no que se refere às mudanças no coeficiente de correlação, as 

mudanças nos prêmios condizem com a intuição econômica, isto é, prêmios 

inversamente proporcionais à correlação entre as duas ações referenciadas. Já no que se 

refere às mudanças na taxa de juros, pode-se notar que o valor da opção de troca 

praticamente não apresenta sensibilidade, o que está em linha com os resultados da 

tabela 5.  
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Figura 1 – Sensibilidade do Valor da Opção de Troca Frente a Mudanças na 

Volatilidade dos Ativos Subjacentes e Frente a Mudanças na Taxa de Juros Livre de 

Risco e na Correlação Entre os Ativos Subjacentes 

 

A partir do Modelo de Simulação de Monte Carlo e da fórmula de Kirk (1995), a 

tabela 6 apresenta a análise de sensibilidade do valor da opção de spread européia 

lançada sobre as ações PETR3 e PETR4 frente às mesmas mudanças aplicadas 

anteriormente sobre os parâmetros de avaliação da opção de troca lançada sobre essas 

mesmas ações. 

Os resultados apresentados por cada modelo também são semelhantes. 

Conforme se pode notar, o preço da opção reagiu positivamente à redução na correlação 

e ao aumento na volatilidade dos ativos subjacentes. Entretanto, além da mudança na 

correlação ter influenciado mais fortemente o preço da opção de spread em relação ao 

preço da opção de troca, o efeito gerado pelo aumento da volatilidade da PETR3 foi 

consideravelmente maior do que aquele produzido pelo aumento da volatilidade da 

PETR4. Esse comportamento ocorre em função da diferença entre os preços iniciais dos 

ativos subjacentes, além da subtração do preço de exercício no payoff das opções de 

spread. 

Em relação à mudança na taxa de juros, pode-se notar que, ao contrário do que 

ocorre com as opções de troca, a opção de spread apresentou forte sensibilidade, 

reagindo positivamente aos aumentos na mesma. Conforme citado, no mundo neutro ao 

risco, o valor esperado de cada ativo subjacente (e a diferença entre esses preços 

também) aumenta proporcionalmente na medida em que a taxa de juros sobe. Porém, se 

nas opções de troca esse fato anula o efeito negativo sobre o preço da opção do aumento 
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na taxa de desconto dos fluxos de caixa utilizada no cálculo do seu valor presente, o 

mesmo não ocorre com as opções de spread. Nestas, mesmo que a diferença entre os 

preços dos ativos subjacentes aumente na mesma proporção que em uma opção de troca, 

esse efeito exerce impacto positivo sobre o preço da opção de spread por tornar 

relativamente menor o preço de exercício, que aparece com sinal negativo no payoff. 

 

 

Tabela 6 - Sensibilidade do Preço da Opção de Spread Européia (PETR3 e PETR4) 

 

Em complemento a análise apresentada na tabela 6, a partir da fórmula de Kirk 

(1995),  estimou-se os valores da mesma opção de spread analisada considerando 

diferentes níveis de volatilidade da PETR3 e da PETR4, apresentando-se os resultados 

no primeiro gráfico da figura 2. Um fato interessante a se notar é que não há a simetria 

verificada no mesmo gráfico referente às opções de troca (figura 1), o que ocorre em 

função da diferença entre os preços iniciais dessas ações e da subtração do payoff das 

opções de spread, conforme citado. 

Ainda em relação à figura 2, a análise apresentada no segundo gráfico refere-se 

ao comportamento do preço da opção de spread em questão frente a mudanças no 

coeficiente de correlação entre a PETR3 e PETR4 e na taxa de juros livre de risco, 

considerando-se novamente a aplicação da fórmula de Kirk (1995). Conforme pode ser 

verificado, no que se refere às mudanças no coeficiente de correlação, pode-se notar 

novamente prêmios inversamente proporcionais ao valor desse parâmetro. Porém, ao 

contrário do que ocorre com as opções de troca, as opções de spread apresentam 

sensibilidade a mudanças na taxa de juros, pelos motivos descritos anteriormente.  
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Figura 2 – Sensibilidade do Valor da Opção de Spread Frente a Mudanças na 

Volatilidade dos Ativos Subjacentes e Frente a Mudanças na Taxa de Juros Livre de 

Risco e na Correlação Entre os Ativos Subjacentes 

 

4. Avaliação de Opções de Troca e Opções de Spread Americanas por Pirâmides 

Binomiais e Mínimos Quadrados de Monte Carlo 

 

 Esse item trata do apreçamento de opções de troca e opções de spread americanas 

por meio de pirâmides binomiais e do método Mínimos Quadrados de Monte Carlo. No 

que se refere aos modelos baseados em pirâmides binomiais, será considerada 

especificamente a aplicação dos modelos de Rubinstein (1994) - que incorpora a 

correlação entre os ativos subjacentes a partir da definição dos retornos possíveis de 

cada ativo - e Brandimarte (2006) - em que a incorporação da correlação entre os ativos 

subjacentes ocorre a partir da definição das probabilidades de cada movimento de 

preços dos ativos. Assim, após a apresentação dos três modelos em questão, realiza-se a 

aplicação dos mesmos e a comparação dos resultados encontrados por cada um. 

 

4.1 Descrição do Modelo Lattice piramidal de Rubinstein 

 

 O primeiro passo para definição do modelo de Rubinstein é a padronização dos 

preços iniciais dos ativos subjacentes no par (1,1). Em seguida, da mesma forma que os 

movimentos de alta ou baixa de um único ativo representados na árvore binomial padrão 

utilizada no apreçamento de opções vanilla, na pirâmide binomial de Rubinstein também 

se assume que o movimento inicial do primeiro ativo subjacente - ativo 1 - é representado 
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por dois retornos específicos, d ou u. Adicionalmente, as probabilidades dos retornos d ou 

u no modelo de Rubinstein são consideradas iguais, ou seja, assumem o valor de 50%. 

Simultaneamente, se o retorno do ativo 1 é u, assume-se que o segundo ativo - ativo 2 - 

apresenta dois retornos possíveis, A ou B, com probabilidades iguais. Por outro lado, se o 

retorno do ativo 1 é d, considera-se que o ativo 2 pode apresentar os retornos possíveis C 

ou D, também com probabilidades iguais. É importante destacar que a escolha dos 

retornos possíveis do ativo 2 ocorre de forma que AD = BC, o que se torna fundamental 

para que haja o cruzamento de diversas trajetórias de preços iniciadas de forma distinta.  

 A Figura 3 representa o primeiro movimento de preços dos dois ativos 

subjacentes, indicando o par inicial (1,1), podendo se mover para (u,A), (u,B), (d,C) ou 

(d,D), cada movimento com probabilidade de 25%. 

 

  (u,A)                             (u,B) 
 

             25%                25% 
          

             (1,1)   
           

             25%                25% 
 

    (d,C)                             (d,D) 

Figura 3: Primeiro movimento de preços 

 

 Conforme citado, o modelo de Rubinstein (1994) incorpora a correlação entre os 

ativos subjacentes a partir da definição de seus retornos possíveis. É claro que para 

contemplar um coeficiente de correlação diferente de zero, torna-se necessário que a 

realização do retorno inicial do primeiro ativo modifique os retornos possíveis (ou as 

probabilidades de retorno) do segundo ativo. Nessa linha, para se assumir correlação 

diferente de zero na pirâmide binomial deve-se adotar A ≠ C e B ≠ D. Para exemplificar 

esse fato, suponha-se que A = C  e  B = D. Nesse caso, pode-se verificar que se o primeiro 

ativo se move para cima ou para baixo, os movimentos possíveis do segundo ativo e suas 

respectivas probabilidades de ocorrência mantém-se exatamente iguais, indicando 

correlação nula entre os ativos. Sabe-se que se o ativo 1 se move para cima, o movimento 

do ativo 2 será A ou B, com probabilidade de 25% cada. Por outro lado, se o ativo 1 se 

move para baixo, o movimento do ativo 2 será C ou D, também com probabilidade de 
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25%. Considerando A = C  e  B = D, os movimentos de A ou B com probabilidades de 

25% e de C ou D com probabilidades de 25% são equivalentes.  

 A figura 4 representa o segundo movimento de preços dos dois ativos subjacentes. 

Por exemplo, dado que o primeiro retorno foi (u,A), então o segundo retorno pode ser 

novamente (u,A), (u,B), (d,C) ou (d,D). Por conseguinte, o retorno total dos primeiros 

dois movimentos de preços dos dois ativos subjacentes será (u², A²), (u², AB), (ud, AC) ou 

(ud, AD), cada um com probabilidade 25% × 25% = 6,25%.  

 

 
 
                     

                             
 
 
 
 
  
 
 
                      
 
 
                  

Figura 4: Segundo movimento de preços 

 

 Com essa estrutura, algumas trajetórias levam ao mesmo nó. Por exemplo, a 

trajetória (1,1) ⇒ (u, A) ⇒ (u, B) e (1,1) ⇒ (u, B) ⇒ (u, A) levam ao mesmo nó (u², AB) 

após o segundo movimento, de modo que a probabilidade de se chegar a esse nó é 6,25% 

+ 6,25% = 12,5%. Dessa forma, conforme mostra a figura 4, quatro nós alcançam um nó 

central da pirâmide a partir da premissa AD = BC. Assim, a probabilidade total de cada nó 

é 25%. 

 Seguindo o mesmo procedimento, iniciando-se dos nove nós referentes ao 

segundo movimento de preços representados por X, a figura 5 apresenta os possíveis nós 

ao final do terceiro movimento de preços. 

 

 

 
 
 

(ud,AD) 
= 

(du,BC) 
 

(d,C) (d,D) 

(u,A) (u,B)    

(d²,C²) (d²,CD) (d²,D²) 

(ud,AC) (du,BD) 

(u²,A²) (u²,AB) (u²,B²) 
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Figura 5: Terceiro movimento de preços 

 

 Pode-se notar que se são contemplados n movimentos de preço, então o número 

total de nós distintos será (1 + n)2. Assim, após desenhar as Figuras 3 a 5, continuando as 

trajetórias dos movimentos dos ativos subjacentes, pode-se imaginar a representação dos 

movimentos possíveis dos dois ativos subjacentes como um corte horizontal de uma 

pirâmide quadrada, com (1,1) no topo da pirâmide e o último movimento de preços na 

base, conforme apresentado na figura 6. 

 

 

Figura 6: Representação da pirâmide binomial 

 

 Supondo que se queira replicar a estrutura de um movimento do ponto (1,1) para 

(x,y), com coeficiente de correlação ρ entre os retornos dos dois ativos, médias dos 

X X X 

X X X 

X X X 
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retornos logarítmicos ( h1μ , h2μ ) e desvio-padrão ( h1σ , h2σ ), onde t  é o tempo até o 

vencimento da opção, n  é o número de movimentos na pirâmide, e nth =  é o tempo 

entre cada movimento de preços na pirâmide, chega-se ao movimento binomial bivariado 

multiplicativo representado na Figura 7. 6 
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Figura 7: Terceiro movimento de preços 

  

 Em adição, assumindo o mundo neutro ao risco tal como no modelo binomial 

unidimensional, pode-se escrever as médias dos retornos logaritmos conforme 

apresentado nas equações 30 e 31: 

 

2
111 2

1
)/(log σμ −= dr                                     (30) 

 

2
222 2

1
)/(log σμ −= dr            (31) 

 

 Onde d1 e d2 são definidos como um mais a taxa de dividendos em termos anuais 

dos ativos 1 e 2, respectivamente, e r é a taxa de juros livre de risco. 

                                                 
6 Para maiores detalhes ver Rubinstein [15.2]. 
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 Dessa forma, a partir dos valores correntes dos ativos 1 e 2, da taxa de juros livre 

de risco (r), do desvio padrão do retorno do ativos 1 ( 1σ ), do desvio padrão do retorno do 

ativos 2 ( 2σ ), da correlação entre os retornos dos ativos 1 e 2 ( ρ ), e do número de 

movimentos da pirâmide (n), tem-se: 

 

)exp( 11 hhu σμ +=              (32) 

 

)exp( 11 hhd σμ −=            (33) 

                

))1([exp{ 2
22 ρρσμ −++= hhA                      (34)   

 

))1([exp{ 2
22 ρρσμ −−+= hhB                       (35) 

 

))1([exp{ 2
22 ρρσμ −−−= hhC                       (36) 

 

))1([exp{ 2
22 ρρσμ −+−= hhD                       (37) 

  

 Assim, as definições de (u, d)  e  (A, B, C, D) podem ser usadas para construção 

dos movimentos da pirâmide binomial. Iniciando-se da base da pirâmide, o valor da 

opção pode ser obtido recursivamente, descontando-se 4 nós em 1 em cada movimento, 

até que se chegue ao topo da pirâmide.   

 

4.2 Descrição do Modelo Lattice piramidal de Brandimarte 

 

 Enquanto o modelo de Rubinstein (1994) considera a correlação entre os ativos 

subjacentes a partir da definição dos retornos possíveis de cada ativo, o modelo 

proposto por Brandimarte (2006) incorpora a correlação entre os ativos subjacentes a 

partir da definição das probabilidades de cada movimento de preços, conforme descrito 

a seguir. 

Considerando uma taxa contínua de dividendos de q1 e q2, distribuídos pelos 

ativos S1 e S2, respectivamente, a trajetória de preços de cada ativo referenciado pode 
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ser representada pelos processos estocásticos apresentados nas equações 20 e 21, 

reproduzidas aqui por questões didáticas: 

 

111111 )( dZSdtSqrdS σ+−=                          (38) 

 

222222 )( dZSdtSqrdS σ+−=                        (39) 

 

Onde dZ1 e dZ2 são processos de Wiener com correlação instantânea 2,1ρ :  

 

dtdZdZ 2,121 ρ=                            (40) 

 

 Assim, para ii Sx log=  (i = 1, 2), tem-se os seguintes processos estocásticos: 

 

11111 dZdtSvdX σ+=                 (41) 

 

22222 dZdtSvdX σ+=                     (42) 

 

 Onde 
2

2
i

ii qrv
σ

−−= , i = 1, 2.             (43) 

  

No modelo de Brandimarte (2006), tal como em uma árvore binomial típica, 

assume-se que ambos os ativos subjacentes podem subir ou cair em um montante fixo 

δxi, em termos de logaritmo do preço. Da mesma forma que o modelo de Rubinstein 

(1994), no modelo de Brandimarte (2006) pode haver quatro movimentos a partir de 

cada nó da árvore. Assim, torna-se necessário definir quatro probabilidades distintas: puu 

(probabilidade de alta nos dois ativos subjacentes), pud (probabilidade de alta no 

primeiro ativo e queda no segundo), pdu (probabilidade de queda no primeiro ativo e alta 

no segundo) e pdd (probabilidade de queda nos dois ativos subjacentes). 

A calibragem da árvore a partir da definição das probabilidades de cada 

movimento de preços é realizada com base nas definições dos dois primeiros momentos 

implícitos nas equações 41 e 42, bem como da covariância entre os dois ativos 
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subjacentes. Assim, chega-se as seguintes definições de δx1 e δx2, onde tδ representa o 

intervalo de tempo discretizado: 

 

tx δσδ 11 =                 (44) 

 

tx δσδ 22 =                 (45) 

 

 Adicionalmente, obtém-se o seguinte sistema com quatro equações e quatro 

incógnitas: 

 

1

1

σ
δtv

pppp ddduuduu =−−+                (46) 

2

2

σ
δtv

pppp ddduuduu =−+−                (47) 

2,1ρ=+−− ddduuduu pppp               (48) 

1=+++ ddduuduu pppp                 (49) 

 

A partir da solução do sistema composto pelas equações 46 a 49, chega-se então 

às equações que definem as probabilidades de cada movimento de preços possível: 

 

⎭
⎬
⎫
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μδtpuu                         (50) 

⎭
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⎨
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μδtpud                         (51) 

⎭
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⎭
⎬
⎫

⎩
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⎠
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⎛
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11
4

1 ρ
σ
μ

σ
μδtpdd                        (53) 

 

 As probabilidades descritas nas equações 50 a 53 possuem uma interpretação 

intuitiva. A probabilidade de alta nos dois ativos subjacentes puu aumenta na medida em 
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que as médias μ1 e μ2 são maiores em relação às volatilidades e na medida em que a 

correlação aumenta. Já em relação à probabilidade de um movimento positivo em S1 e 

de um movimento negativo em S2, a média μ2 ocorre com sinal negativo (quanto maior 

o valor de μ2, menos provável o movimento negativo), e uma correlação negativa torna 

esse movimento conjunto mais provável. Uma consideração similar pode ser dada a pdu, 

enquanto pdd é menor quando μ1 e μ2 são maiores e é maior quando a correlação é 

positiva. 

Finalmente, como na árvore trabalha-se com preços, e não seus logaritmos, os 

movimentos de preços são dados por: 

 

tx
i

ii eeu δσδ ==                            (54) 

 

e 

 

i
i u

d
1= , i = 1, 2.                                               (55) 

 

4.3. Descrição do Modelo Mínimos Quadrados de Monte Carlo (MQMC) 

 

O Método dos Mínimos Quadrados de Monte Carlo (MQMC) foi desenvolvido 

originalmente por Longstaff e Schwartz (2001) para avaliação de opções vanilla 

americanas, tendo sido considerada também a avaliação de opções americanas bermuda 

asiáticas e de swaps. No que se refere à avaliação da opção americana vanilla, a 

estratégia de exercício por parte do titular é a mesma presente nos modelos lattice. A 

partir de simulações de Monte Carlo, o fluxo de caixa esperado da opção no mundo 

neutro ao risco é estimado com base na estratégia ótima do titular da opção descrita a 

seguir: 

 

� O titular da opção deseja maximizar o valor da opção a qualquer instante, e 

considera o exercício antecipado sempre que o valor obtido nesse caso for maior do 

que a estimativa do valor da mesma caso mantida viva.  
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Deste modo, para tomada de decisão ótima, além do valor de exercício para cada 

instante de tempo e preço do ativo subjacente simulado, torna-se necessário conhecer o 

valor estimado da opção mantida viva em cada caso. A grande contribuição dos autores 

foi identificar que o valor da opção mantida viva poderia ser estimado a partir de 

informações obtidas na simulação usando o método dos mínimos quadrados ordinários. 

Nessa linha, a aplicação do método dos mínimos quadrados ordinários tem como 

resultado a definição de uma função especifica, chamada de função de expectativa 

condicional, por meio do qual se obtém a estimativa dos valores da opção mantida viva. 

Cabe destacar que há a definição de uma função de expectativa condicional para cada 

instante de tempo entre a data anterior ao vencimento e a emissão. 7 

Após identificar a matriz de fluxo de caixa gerada a partir das decisões ótimas do 

titular da opção a cada instante de tempo - onde cada linha representa uma trajetória de 

preços e cada coluna um instante de tempo -, o valor da opção é então obtido 

descontando-se todos os fluxos a valor presente, e obtendo-se a média de todas as 

trajetórias. 

 

4.3.1 Adaptação do método à avaliação de opções de troca e opções 

de spread 

 

A principal adaptação realizada no método MQMC para avaliação de opções de 

troca e opções de spread ocorre em função da necessidade de simulação conjunta dos 

preços dos ativos subjacentes, conforme realizado no modelo apresentado na seção 3. 

Assim, serão geradas duas matrizes com as trajetórias simuladas de preços dos ativos 1 

e 2, ao contrário do modelo original de Longstaff e Schwartz (2001), em que se 

considera apenas a simulação do preço de um único ativo subjacente. 

A partir dessas matrizes, o primeiro passo é a obtenção do valor da opção no 

vencimento, representado pelo payoff da mesma, conforme definido nas equações 18 e 

                                                 
7 Em seu artigo, Longstaff e Schwartz utilizaram o método dos mínimos quadrados ordinários para 
estimar a função de expectativa condicional. Na aplicação considerada do método para avaliação de 
opções americanas vanilla, a variável dependente Y é regredida considerando uma constante, X e X2. 
Entretanto, de acordo com os próprios autores, em alguns casos pode ser mais eficiente usar outros 
métodos, como o método dos mínimos quadrados ponderados, o método dos mínimos quadrados 
generalizados, entre outras. No modelo desenvolvido no presente artigo, a variável dependente Y é 
regredida considerando uma constante, X1, X12, X2 e X22. Não obstante, verificou-se que os resultados 
gerados não apresentaram sensibilidade relevante quando outras funções base foram utilizadas. 
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19. Assim, após a definição do valor da opção no vencimento considerando cada um dos 

pares de preço dos ativos subjacentes simulados conjuntamente, inicia-se então a 

avaliação recursiva do derivativo a partir da data anterior ao vencimento, T-1, em 

direção à data de emissão. 

No instante T-1, caso a opção esteja in-the-money, o titular terá de decidir se irá 

exercê-la ou mantê-la viva. Conforme citado, as regressões realizadas no modelo 

estimam justamente o valor da opção caso seja mantida viva, o que permite a tomada de 

decisão ótima do titular a partir de sua comparação com o valor de exercício. Assim, o 

vetor com as duas variáveis independentes (X1T-1 e X2T-1) da primeira regressão 

realizada no modelo são representadas pelos valores dos ativos subjacentes no instante 

T-1 em cada uma das trajetórias simuladas, mas tomados somente os casos em que o 

derivativo em questão se encontra in-the-money nessa data. 

Os valores para a opção no vencimento referentes a essas trajetórias são então 

descontados até a data anterior ao vencimento, T-1, à taxa de juros livre de risco. Esses 

valores descontados representam então a variável dependente YT-1 da primeira regressão 

realizada no modelo, e o resultado será a função de expectativa condicional para o 

instante T-1, cujo objetivo é estimar o valor de continuação da opção no instante em 

questão. O valor da opção na data anterior ao vencimento será então obtido a partir do 

seguinte procedimento: 

Substituindo-se na função de expectativa condicional cada um dos pares de 

preços dos ativos subjacentes simulados conjuntamente, observados em T-1, compara-

se o resultado encontrado com o valor de exercício da opção referente ao instante em 

questão. Com base na estratégia do titular da opção definida anteriormente, o valor do 

derivativo será igual ao valor de exercício, caso o valor de continuação seja inferior ao 

valor de exercício, ou zero, caso contrário. 

A avaliação do derivativo continua então recursivamente. O passo seguinte é 

examinar o exercício ótimo no instante T-2, e o procedimento utilizado é semelhante ao 

aplicado no instante T-1. Assim, observando as matrizes que contém as trajetórias de 

preços dos ativos subjacentes, o vetor com as duas variáveis explicativas (X1,T-2 e X2,T-2) 

da segunda regressão realizada no modelo são representadas pelos valores dos ativos 

subjacentes em T-2, mas tomados somente os casos em que a opção está in-the-money 

nessa data. A variável YT-2 explicada na regressão será definida novamente como o 
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valor descontado dos fluxos de caixa futuros do derivativo referentes a essas trajetórias - 

subseqüentes ao instante T-2 -, desconsiderando a possibilidade de exercício da opção 

em T-2. Assim, como a opção só pode ser exercida uma única vez, os fluxos de caixa 

futuros poderão ocorrer em T-1 ou em T. Obviamente, os fluxos de caixa referentes ao 

instante T-1 deverão ser descontados por um período, e aqueles recebidos em T deverão 

ser descontados por dois períodos. 

Após substituir na nova função de expectativa condicional cada um dos pares de 

preços dos ativos subjacentes simulados conjuntamente, observados em T-2, o passo 

seguinte é a comparação do resultado encontrado com o valor de exercício da opção 

referente ao instante em questão, conforme realizado para o instante T-1. 

Esse procedimento deve ser então realizado recursivamente até o instante 

imediatamente seguinte à data de emissão. Após identificar a matriz de fluxo de caixa 

gerada a partir das decisões ótimas do investidor e do emissor, o valor do título será 

então obtido descontando-se todos os fluxos a valor presente, e obtendo-se a média de 

todas as trajetórias. 

 

4.4  Aplicação dos Modelos 

 

Para avaliação dos modelos desenvolvidos destinados à avaliação de opções de 

troca e opções de spread americanas, considera-se aqui a aplicação dos mesmos para 

estimativa de preços de opções americanas equivalentes às mesmas opções de troca e 

opções de spread européias estudadas anteriormente, porém, considerando a 

possibilidade de exercício antecipado. O dado adicional para aplicação dos três modelos 

utilizados refere-se à taxa de dividendos das ações subjacentes, que exercem influência 

direta sobre a possibilidade de exercício antecipado das opções em questão. 8 As taxas 

de dividendos consideradas foram: PETR3 (3% a.a. ou 0,000821% no período de 0,1 

dias), PETR4 (3,514% a.a. ou 0,000959% no período de 0,1 dias), BBDC3 (2,117% a.a. 

ou 0,000582% no período de 0,1 dias), BBDC4 (2,38% a.a. ou 0,000653% no período 

de 0,1 dias), VALE3 (1,421% a.a. ou 0,000392% no período de 0,1 dias), VALE5 

(1,669% a.a. ou 0,000460% no período de 0,1 dias), PTIP4 (2,682% a.a. ou 0,000735% 

no período de 0,1 dias), ITAU4 (2,256% a.a. ou 0,000620% no período de 0,1 dias), 
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ACES4 (3,962% a.a. ou 0,001079% no período de 0,1 dias) e USIM5 (3,709% a.a. ou 

0,001012% no período de 0,1 dias). 9 

 As tabelas 7 e 8 apresentam os resultados encontrados para as opções de troca e 

opções de spread, respectivamente, a partir da aplicação dos modelos lattice de 

Rubinstein (1994) e Brandimarte (2006), além do modelo baseado no Método Mínimos 

Quadrados de Monte Carlo (MQMC) de Longstaff e Schwartz (2001). 10 Conforme se 

pode notar, há uma convergência entre os preços estimados pelos três modelos, com 

diferenças normalmente a partir da segunda casa decimal. 

 

 

Tabela 7 - Avaliação de Opções de Troca Americanas 

 

 

 

Tabela 8 - Avaliação de Opções de Spread Americanas 

 

4.4.1 Análise de sensibilidade 
 
Assim como foi realizado em relação às opções européias de troca e às opções 

européias de spread, pode-se avaliar o comportamento do preço das opções americanas 

em questão frente a mudanças em determinados parâmetros dos modelos. Assim, a 

tabela 9 apresenta a análise do comportamento do preço da opção americana de troca de 

ações ordinárias por ações preferenciais da Vale do Rio Doce (códigos VALE3 e 

VALE5, respectivamente) frente à redução de 30% na correlação (de 0,99 para 0,69), ao 

                                                                                                                                               
8 Cabe destacar que o efeito dessa variável é praticamente nulo tanto nas opções de troca européias quanto 
nas opções de spread européias. Por esse motivo, as taxas de dividendos não foram consideradas na 
avaliação destas opções. Não obstante, poderiam ter sido contempladas sem nenhuma dificuldade.  
9 Fonte: www.bloomberg.com 
10 Considerou-se 25.000 simulações de Monte Carlo para cada preço estimado, o que demonstrou ser 
suficiente para convergência dos resultados. 
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aumento na taxa de dividendos anual da VALE3 de 1,421% para 3%, e ao aumento de 

50% na volatilidade diária da VALE3 (de  2,98% para 4,47%).  

Conforme esperado, a redução na correlação entre os ativos subjacentes afeta 

positivamente o preço da opção. O mesmo se verificou em relação ao aumento da 

volatilidade dos ativos subjacentes, sendo que o efeito dessa mudança sobre a VALE3 é 

maior do que aquele observado em relação à VALE5, o que se deve principalmente ao 

valor inicial maior daquela ação em relação a esta. Já o aumento da taxa de dividendos 

de cada ativo subjacente produz efeitos distintos dependendo de qual for o ativo 

subjacente. Uma taxa de dividendos maior representa uma redução na taxa de 

crescimento esperada do ativo. Assim, como a VALE3 aparece com sinal positivo no 

payoff da opção, o efeito final de um aumento na sua taxa de dividendos gera uma 

redução no preço da opção. Por outro lado, como a VALE5 aparece com sinal negativo 

no payoff da opção, o efeito final de um aumento na sua taxa de dividendos gera um 

aumento no preço da opção.  

Cabe destacar que os modelos de Rubinstein (1994) e Brandimarte (2006) 

apresentaram pouca sensibilidade às mudanças de vaiáveis realizadas, enquanto que o 

modelo baseado no Método Mínimos Quadrados de Monte Carlo (MQMC) de 

Longstaff e Schwartz (2001) respondeu mais fortemente em praticamente todos os casos 

estudados.   

 

Tabela 9 – Sensibilidade do Preço da Opção de Troca Americana (VALE3 e VALE5) 

 

Considerando opções americanas de spread entre as ações VALE3 e VALE5, a 

tabela 10 apresenta os resultados das mesmas análises de sensibilidade realizadas 

anteriormente para as opções americanas de troca entre essas ações. Adicionalmente, 

avaliou-se a sensibilidade do preço da opção de spread frente a uma redução de 30% em 

seu preço de exercício.  

Conforme esperado, a redução na correlação entre os ativos subjacentes também 

afetou positivamente o preço da opção de spread. Porém, a sensibilidade verificada foi 
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mais forte do que a ocorrida em relação às opções de troca. Quanto à volatilidade dos 

ativos subjacentes, o efeito da mudança na volatilidade da VALE3 apresentou-se 

significantemente maior do que aquele observado frente à mudanças na volatilidade da 

VALE5, o que se deve tanto ao valor inicial maior daquela ação em relação a esta 

quanto à presença do preço de exercício no payoff da opção, que limita o fluxo de caixa 

final do titular em caso de queda do preço da VALE5 em relação à VALE3. No que se 

refere ao aumento da taxa de dividendos de cada ativo subjacente, este produz efeitos 

distintos dependendo de qual for o ativo subjacente, pelos mesmos motivos descritos 

anteriormente em relação à opção de troca estudada. Adicionalmente, notou-se também 

que o valor da opção apresentou forte sensibilidade à redução de 30% no preço de 

exercício. 

Finalmente, cabe destacar que os três modelos utilizados apresentaram 

resultados semelhantes em relação às mudanças aplicadas nas variáveis.  

 

 

Tabela 10 – Sensibilidade do Preço da Opção de Spread Americana (VALE3 e VALE5) 

 

5. Conclusões 

 
 As opções de troca e opções de spread são contratos que envolvem uma certa 

complexidade, dentre outras coisas por tomar dois ativos subjacentes como referência 

em seu payoff. Não obstante, representam alternativas interessantes para cobertura de 

posições em diversos ativos, atingindo os mercados de ações, commodities, taxas de 

juros, swaps e futuros. Desse modo, a principal motivação do presente trabalho foi 

apresentar ferramentas para uma avaliação adequada  desses derivativos, o que se torna 

imprescindível para sua melhor compreensão e uso adequado. 

Nessa linha, acredita-se que os modelos aqui apresentados possam ser utilizados 

por participantes do mercado interessados em negociar esses títulos, permitindo, além 
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de encontrar seus preços justos, a realização de análises de sensibilidade do valor dos 

mesmos frente a mudanças nos parâmetros de entrada dos modelos.  

O modelo desenvolvido para avaliação de opções européias de troca e de spread 

apresentou boa aderência com os resultados obtidos a partir das fórmulas fechadas de 

Margrabe (1978) - no caso de opções de troca - e Kirk (1995) - no caso de opções de 

spread. Adicionalmente, verificou-se boa aderência também em relação aos resultados 

obtidos pelos três modelos aplicados à avaliação de opções de troca e de spread 

americanas, ou seja, os métodos lattice baseados em pirâmides binomiais 

tridimensionais de Rubinstein (1994) e de Brandimarte (2006) e a adaptação do método 

Mínimos Quadrados de Monte Carlo (MQMC), de Longstaff e Schwartz (2001), de 

forma a considerar o caso multidimensional. 

Quanto a possíveis aprimoramentos ou extensões deste trabalho, poder-se-ia 

optar pelos modelos Quasi-Monte Carlo Híbrido, que surge como alternativa à 

Simulação de Monte Carlo tradicional. Adicionalmente, há ainda a possibilidade de se 

explorar as técnicas de redução de variância, como a técnica de Variáveis Antitéticas, 

Variáveis de Controle, Amostragem por Importância, entre outras.  
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