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Aplicação da Amostragem por Importância 
à Simulação de Opções Asiáticas Fora do Dinheiro 

 
 

Jaqueline Terra Moura Marins* 
 
 

Resumo 
 

Este Trabalho para Discussão não deve ser citado como representando as opiniões do 
Banco Central do Brasil. As opiniões expressas neste trabalho são exclusivamente do(s) 

autor(es) e não refletem, necessariamente, a visão do Banco Central do Brasil. 
 
Resultados anteriores mostraram que as principais técnicas de redução de 
variância tiveram um bom desempenho na simulação Monte Carlo de 
opções asiáticas (Marins, Santos e Saliby, 2003). A técnica da Variável de 
Controle apresentou o melhor desempenho em termos de precisão das 
estimativas, enquanto que a Amostragem Descritiva foi a melhor técnica em 
termos de tempo de processamento. Entretanto, essas performances se 
deterioravam à medida que diminuía a probabilidade de exercício das 
opções asiáticas, ou equivalentemente, que as mesmas tornavam-se fora do 
dinheiro. Nesta região, o exercício da opção se torna um evento raro e o 
processo de simulação fica prejudicado. Uma possível solução é aplicar a 
técnica conhecida por Amostragem por Importância, que é específica para 
lidar com problemas de simulação de eventos raros e que já havia 
apresentado bons resultados na simulação de opções européias fora do 
dinheiro (Saliby, Marins and Santos, 2005). Portanto, o objetivo deste artigo 
é usar a Amostragem por Importância na simulação de opções asiáticas fora 
do dinheiro, a fim de verificar se a precisão das estimativas é preservada. 
Também é implementada a combinação da Amostragem por Importância 
com as duas melhores técnicas, Variável de Controle e Amostragem 
Descritiva. Os resultados mostraram que a Amostragem por Importância 
não foi apenas crucial para permitir a simulação na região fora do dinheiro, 
como também para possibilitar ganhos adicionais de precisão quando 
combinada com as outras duas técnicas. 
Palavras-chave: Amostragem por Importância, Amostragem Descritiva, 
Variável de Controle, Opções Asiáticas.  
Classificação JEL: C15. 

                                                 
* Departamento de Estudos e Pesquisas, Banco Central do Brasil. E-mail: jaqueline.terra@bcb.gov.br 
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1 Introdução 

Apesar de as técnicas de redução de variância (TRV) testadas em Marins, Santos 

e Saliby (2003) para o caso de opções asiáticas terem se mostrado eficientes, observou-

se uma degradação dessa eficiência quando essas opções tornavam-se fora do dinheiro. 

Esse mesmo problema de deterioração da eficiência das TRV’s foi identificado no caso 

da simulação de opções européias em Saliby, Marins and Santos (2005), onde a 

Amostragem por Importância (AI) foi então usada como solução. Será que a aplicação 

da AI também ajudará a resolver o problema no caso das opções asiáticas?  

O objetivo aqui é aplicar a Amostragem por Importância à simulação do prêmio 

de opções asiáticas hipotéticas, para verificar se o ganho de precisão dos prêmios 

estimados é preservado em regiões onde as opções se tornam fora do dinheiro, ou 

equivalentemente, onde a probabilidade de exercício das opções se torna baixa. 

Também são testadas diferentes formas de implementação da Amostragem por 

Importância, para verificar a possibilidade de ganhos adicionais. Dado o bom 

desempenho da técnica Variável de Controle obtido em Marins, Santos e Saliby (2003), 

em especial quando combinada com a Amostragem Descritiva, essas duas outras 

técnicas também são aqui associadas à Amostragem por Importância. 

Na seção 2, está descrita a metodologia para a implementação das combinações de 

técnicas aqui usadas. Na seção 3, os resultados são apresentados. Em seguida, são feitas 

conclusões, buscando-se responder à pergunta inicialmente feita. 

 

2 Metodologia 

As técnicas aqui testadas são variações da Amostragem por Importância. São elas: 

� Amostragem por Importância na sua forma pura, denominada apenas AI. 

� Amostragem por Importância combinada com Amostragem Descritiva, 

denominada AI+AD. 

� Amostragem por Importância combinada com Variável de Controle, 

denominada AI+VC. 

� Amostragem por Importância combinada com Amostragem Descritiva e 

Variável de Controle, denominada AI+AD+VC. 

 

O ganho de precisão de cada técnica será avaliado em termos da redução 

percentual do erro-padrão dos prêmios estimados. O ganho total de precisão será 
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avaliado em relação ao erro-padrão obtido pela amostragem tradicionalmente usada em 

simulação, a Amostragem Aleatória Simples (AAS).  

Ganhos marginais de precisão também serão calculados, para se ter uma idéia 

mais clara da contribuição da incorporação de cada técnica para a redução da variância 

das estimativas. Assim, no caso da AI, o ganho marginal é calculado em relação à AAS 

e, portanto, equivale ao ganho total. No caso da combinação da AI+AD, o ganho 

marginal é calculado em relação à AI. Quando se incorpora a técnica VC na análise, o 

ganho marginal da combinação AI+VC é calculado em relação à AI, e o ganho marginal 

da combinação AI+AD+VC é calculado em relação à AI+AD.  

Na Tabela 1 abaixo, estão reproduzidos os valores dos parâmetros do mesmo 

experimento de simulação utilizado em Marins, Santos e Saliby (2003). Cabe ressaltar 

que esses valores não foram obtidos por estimação, mas sim estabelecidos 

hipoteticamente. A diferença é que, desta vez, o experimento simulará os prêmios para 

mais valores do preço de exercício na região fora do dinheiro (K mais elevados). Em 

cada técnica, foram utilizadas as mesmas sementes de aleatórios para todos os K, de 

forma a assegurar a comparabilidade entre as técnicas. Todas as rotinas de simulações 

foram desenvolvidas no software MATLAB. 

 

Tabela 1: Valores hipotéticos dos parâmetros do experimento de simulação 

S0 Preço inicial ativo-objeto da opção (t=0)  $55 

Rf Taxa anual de juros livre de risco 3%  

K Preços de exercício da opção ($) $55 a $68 

σ Volatilidade anual do ativo 20%, 30% e 40%; 

t Pontos da Trajetória (dias úteis) 1, 2, ..., 42  

T Prazo de vencimento das opções (dias úteis) 42 

 Nº de observações por corrida (trajetórias) 1000 

 Nº de corridas 40 

 

O modelo de simulação utilizado para gerar as trajetórias dos preços do ativo-

objeto das opção asiáticas é o mesmo empregado para o caso de opções européias. Este 

modelo é representado por: 

 
2( / 2)* * *

1
f tR dt dt Z

t tS S e
σ σ⎡ ⎤− +⎣ ⎦

−= ,       (1) 
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Onde: 

St = preço do ativo na data t; 

St - 1 = preço do ativo na data t - 1; 

dt = intervalo de tempo (1 dia útil, no caso); 

Zt = variável aleatória normal padrão referente ao instante t. 

 

As opções asiáticas aqui simuladas têm sua função payoff calculada sobre a média 

aritmética dos preços do ativo-objeto ao longo da vida das opções: 

 

);0( KSmáxPayoff −= ,       (2) 

Onde:  

S  = média aritmética dos preços do ativo-objeto da opção entre a data inicial e a 

data de vencimento da opção. 

 

2.1 Amostragem por Importância Padrão (AI) 

Quando as observações de simulação são geradas diretamente, como no caso da 

AAS, muitas delas podem cair em regiões de pouco ou até mesmo nenhum interesse 

como, por exemplo, aquelas que resultam num payoff nulo. A presença de eventos raros 

relevantes pode afetar a precisão das estimativas.  

Ao se lidar com opções fora do dinheiro, poucas trajetórias de preços com 

payoffs positivos serão simuladas, embora seus prêmios sejam calculados pela 

combinação de ambos os resultados: payoffs nulos e não nulos. Este conjunto 

desequilibrado de resultados leva a estimativas imprecisas. O objetivo da AI é restaurar 

este equilíbrio, fazendo uso de uma modificação apropriada do problema.  

No caso da simulação de opções asiáticas, a AI altera os parâmetros do problema 

de simulação, mas não o modelo, de forma que a opção não fique mais fora do dinheiro, 

ou, equivalentemente, de forma que se traga os preços do ativo-objeto para uma região 

de “importância”. Após a mudança, a abordagem usual da AI é continuar usando o 

método amostral tradicional de Monte Carlo para o problema modificado (AAS). Esta 

idéia aplicada ao caso de apreçamento de opções é descrita em Boyle, Broadie e 

Glasserman, 1997 e em Glasserman, 2004. Neste artigo, o parâmetro alterado foi a taxa 

de retorno do ativo, deslocando assim a distribuição de preços do ativo para a direita. 

Portanto, na Equação (1), em vez de se usar valores aleatórios Zt da distribuição normal 
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padrão, valores Z’t são retirados aleatoriamente da distribuição normal deslocada com 

média μ > 0 e desvio-padrão unitário. Ao final do processo, o payoff simulado deve 

então ser ajustado, de forma a voltar a dar respostas que dizem respeito ao problema 

original. Isto foi feito multiplicando-se cada resultado simulado pela chamada razão de 

verossimilhança, que, para o caso do apreçamento de opções asiáticas, é dada por: 

 

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−− ∑∑

= =
−

=

dim

1

2
*

'
dim

1

2'*5,0
i

tdi

i

i ZZ

eRazão
σ
μ

,     (3) 

 

Onde: 

Z’t ~ N(μ,1), 

dim = número de dimensões do problema (ou quantidade de passos da trajetória de 

preços do ativo). 

 

A Equação (3) decorre da fórmula mais geral da razão de verossimilhança. 

Suponha que se deseje estimar por simulação o parâmetro α = E[h(X)], onde h é 

qualquer função da variável aleatória X com densidade de probabilidade f. Sendo g uma 

outra função densidade de probabilidade, pode-se escrever que: 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==== ∫ ∫ )(

)(
)()(

)(

)(
)()()()(

xg

xf
xhEdxxg

xg

xf
xhdxxfxhxhE gα ,  (4) 

Onde: 

Eg = Valor Esperado obtido com X distribuído de acordo com a densidade g. 

( )
)(xg

xf = Razão de Verossimilhança. 

 

 Os dois estimadores do parâmetro α em questão são: 

( )∑
=

=
n

i
iXh

n 1

^ 1α  ⇒ estimador por Monte Carlo tradicional (AAS) 

 

( ) ( )
( )∑

=

=
n

i i

i
ig Xg

Xf
Xh

n 1

^ 1α ⇒ estimador por Amostragem por Importância  

 

Pela Equação (4), o estimador por Amostragem por Importância é um estimador 

não-tendencioso de α. A escolha da função de densidade g é que determinará a extensão 
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da redução de variância obtida pela Amostragem por Importância. No presente caso das 

opções asiáticas, h, f e g são respectivamente, a função payoff, a função densidade de 

probabilidade da Normal Padrão e a função densidade de probabilidade da Normal 

deslocada, resultando na Equação (3) acima. 

 

2.2 Amostragem por Importância com Amostragem Descritiva (AI+AD) 

A técnica AD está apresentada em Saliby (1990). Esta técnica implica em 

selecionar deterministicamente, e não mais aleatoriamente, os valores da variável de 

entrada do modelo de simulação, de modo a não se incorrer em erros amostrais 

desnecessários no processo de simulação. Ao se incorporar esta técnica na análise da AI, 

os valores aleatórios Z da Equação (1) são substituídos por valores escolhidos 

deterministicamente da distribuição normal deslocada (Zd).  

O procedimento de seleção determinística consistiu primeiramente em 

estratificar a distribuição acumulada da normal deslocada N(μ,1) em n partes de igual 

probabilidade e em usar o ponto médio de cada estrato. Os n elementos selecionados 

comporão o conjunto de valores descritivos, os quais serão permutados aleatoriamente a 

fim de gerar uma amostra descritiva. Este método garante que todos os estratos da 

distribuição normal N(μ,1) estejam representados na amostra.  

De outra forma, o conjunto de valores descritivos (Zdi), é dado por: 

  

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +−= −−

n

i
F

n

i
FZdi

5.05.01 11 ,      (5) 

 

Onde:  

n = tamanho da amostra descritiva, 

i = 1,2,3..., n, 

Zdi = i-ésimo valor do conjunto descritivo, 

F -1 = inversa da função distribuição acumulada da variável de entrada do modelo de 

simulação (Z no presente estudo). 

 

2.3 Amostragem por Importância com Variável de Controle (AI+VC) 

A forma mais usual de aplicação da técnica VC é a substituição do problema de 

simulação em análise (apreçamento de opções asiáticas aritméticas), que não dispõe de 

solução analítica, por um similar mais simplificado, que possui esse tipo de solução 
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(apreçamento de opções asiáticas geométricas)1. Com a simulação do prêmio das opções 

geométricas e o cálculo de sua solução analítica, o erro de simulação pode ser obtido 

para o caso das opções geométricas e, em seguida, aplicado ao caso da simulação das 

opções aritméticas, para que se promova um ajuste nas estimativas de prêmio aritmético. 

Ao se combinar a VC com a AI padrão, os valores simulados passam a usar como 

método amostral a AI ao invés da AAS, que, como já explicado anteriormente, consiste 

basicamente em sortear de uma distribuição normal deslocada os valores aleatórios. 

A aplicação da técnica combinada AI+VC ao caso das opções de compra asiáticas 

aritméticas em estudo é representada pela Equação (6) abaixo: 

 

)( AIAIVCAI PGCPAPA −+=+ β ,      (6) 

 

Onde:  

PAAI+VC = prêmio de opções asiáticas aritméticas, estimado por AI+VC; 

PAAI = prêmio de opções asiáticas aritméticas, estimado por simulação usando AI como 

método amostral; 

PGAI = prêmio de opções asiáticas geométricas, estimado por simulação usando AI 

como método amostral.  

β �� = coeficiente angular da regressão por Mínimos Quadrados Ordinários entre PAAI e 

PGAI; 

C = prêmio analítico obtido pelo modelo de Black and Scholes para o caso geométrico2. 

 

2.4 Amostragens por Importância e Amostragem Descritiva com Variável de 

Controle (AI+AD+VC) 

Neste caso, a AI será feita de forma integrada à AD, antes de se aplicar o controle 

no processo de simulação. Em vez de se sortear aleatoriamente valores amostrais da 

distribuição normal deslocada, esta combinação AI+AD faz com que os valores sejam 

escolhidos deterministicamente desta distribuição.  

Quando o controlo é aplicado, o prêmio aritmético é obtido de forma idêntica ao 

obtido pela Equação (6), à exceção de que PA e PG serão agora estimados por 

simulação usando a combinação AI+AD como método amostral. 

                                                 
1 Bratley, Fox and Schrage, 1987. 
2 A fórmula de C encontra-se em Hull, 2005. 
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3 Resultados 

Antes de apresentar os resultados das técnicas, é conveniente examinar o que 

acontece com a probabilidade de exercício das opções à medida que K aumenta. A 

Tabela 2 abaixo mostra a involução da probabilidade de exercício de regiões dentro do 

dinheiro até regiões fora do dinheiro. Essa probabilidade de exercício apresentada foi 

calculada por meio de uma simulação Monte Carlo gigante (10.000 corridas de tamanho 

1.000 cada), uma vez que não havia como se obtê-la analiticamente, por se tratar de 

opções asiáticas aritméticas. Essa simulação gigante também possibilitou calcular uma 

estimativa do prêmio das opções para os diversos valores de K considerados. Sendo 

assim, a simulação gigante fornece um parâmetro para as estimativas de prêmio e de 

probabilidade de exercício, na falta de uma solução analítica, e será aqui chamada de 

Simulação-Parâmetro.  

Como o interesse é nas regiões fora do dinheiro, variou-se o K em $1 a partir de 

K=$55, onde K iguala S0, para se examinar essa região mais detalhadamente. Como 

esperado, observa-se, por esta tabela, probabilidades de exercício das opções de 100% 

nas regiões dentro do dinheiro. Quando a opção se aproxima da região fora do dinheiro, 

esta probabilidade começa a cair. Em K=$55, a probabilidade cai para aproximadamente 

50%. Daí em diante, a queda se acelera, chegando rapidamente a probabilidades 

próximas de zero. A partir de K=$69, chega-se a uma situação em que a probabilidade 

de exercício calculada se torna zero absoluto para os valores dos parâmetros de 

simulação considerados, e, portanto, não há mais interesse em ir além desse valor de K. 

Dessa forma, para o estudo da Amostragem por Importância, os valores de K aqui 

considerados variaram entre $55 e $68, com incremento de $1. 
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Tabela 2: Probabilidades de Exercício e Prêmios das opções de compra do tipo asiáticas 
obtidos pela Simulação-Parâmetro (10.000 corridas de tamanho 1.000 cada) para 
diversos valores do preço de exercício K. 

 

 

A Tabela 3 abaixo apresenta os prêmios estimados pelas técnicas AI e AI+AD, 

assim como os respectivos erros-padrão das estimativas de prêmio. A distribuição de 

probabilidade dos prêmios foi obtida por simulação do modelo definido pelas equações 

(1) e (2), usando os valores hipotéticos dos parâmetros apresentados na Tabela (1). A 

média e o desvio-padrão dessa distribuição simulada são respectivamente o prêmio 

estimado e o erro-padrão dessa estimativa.  

Foram considerados vários valores de deslocamentos (μ ), de 0.00 a 1.50.3 Para 

esse conjunto de valores de μ e qualquer que seja a técnica considerada, observa-se uma 

não-tendenciosidade das estimativas, quando comparadas à Simulação-Parâmetro da 

Tabela 2. Isso corrobora o resultado teórico apresentado na seção 2.1, sobre a não-

tendenciosidade de um estimador por Amostragem por Importância. 

                                                 
3 Os dados da coluna μ = 0 referente à técnica AI são equivalentes aos que seriam obtidos pelo método 

AAS puramente. 

K($) Prob. de Exercício Prêmio ($)
30 100.00% 25.0120
35 100.00% 20.0370
40 100.00% 15.0619
45 100.00% 10.0868
50 98.12% 5.1271
55 50.99% 1.0946
56 35.97% 0.6630
57 23.14% 0.3713
58 13.53% 0.1918
59 7.19% 0.0913
60 3.47% 0.0401
61 1.54% 0.0163
62 0.62% 0.0061
63 0.23% 0.0021
64 0.08% 0.0007
65 0.03% 0.0002
66 0.01% 0.0001
67 0.00% 0.0000
68 0.00% 0.0000
69 0.00% 0.0000
70 0.00% 0.0000
75 0.00% 0.0000
80 0.00% 0.0000
85 0.00% 0.0000
90 0.00% 0.0000
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Tabela 3: Prêmios e Erros-Padrão das opções de compra do tipo asiáticas estimados por 
AI e AI+AD, para vários valores do parâmetro de deslocamento  e vários valores do 
preço de exercício K.  

 

 

AI K 0.00 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90 1.10 1.30 1.50
55 1.0958 1.0951 1.0918 1.0935 1.0987 1.0965 1.0981 1.0907 1.0689
56 0.6640 0.6636 0.6622 0.6598 0.6630 0.6686 0.6654 0.6670 0.6594
57 0.3725 0.3728 0.3711 0.3699 0.3690 0.3723 0.3768 0.3734 0.3748
58 0.1917 0.1926 0.1928 0.1910 0.1905 0.1905 0.1931 0.1962 0.1932
59 0.0913 0.0913 0.0920 0.0917 0.0904 0.0904 0.0908 0.0924 0.0943
60 0.0399 0.0402 0.0402 0.0405 0.0401 0.0394 0.0396 0.0400 0.0407
61 0.0159 0.0162 0.0163 0.0163 0.0164 0.0161 0.0158 0.0160 0.0163
62 0.0058 0.0058 0.0061 0.0061 0.0061 0.0061 0.0060 0.0059 0.0060
63 0.0021 0.0021 0.0020 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021 0.0020 0.0020
64 0.0008 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0006
65 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002
66 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
67 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
68 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
55 0.0449 0.0389 0.0281 0.0263 0.0346 0.0437 0.0676 0.1113 0.1594
56 0.0353 0.0302 0.0238 0.0192 0.0225 0.0292 0.0369 0.0613 0.1005
57 0.0249 0.0221 0.0176 0.0146 0.0137 0.0181 0.0223 0.0303 0.0518
58 0.0170 0.0142 0.0119 0.0100 0.0087 0.0096 0.0131 0.0160 0.0238
59 0.0113 0.0092 0.0069 0.0064 0.0054 0.0050 0.0064 0.0086 0.0112
60 0.0078 0.0059 0.0040 0.0033 0.0033 0.0027 0.0028 0.0040 0.0050
61 0.0057 0.0038 0.0024 0.0017 0.0016 0.0015 0.0013 0.0015 0.0023
62 0.0038 0.0028 0.0013 0.0010 0.0007 0.0007 0.0007 0.0006 0.0008
63 0.0021 0.0016 0.0008 0.0004 0.0004 0.0003 0.0003 0.0003 0.0003
64 0.0012 0.0008 0.0005 0.0002 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
65 0.0007 0.0004 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
66 0.0004 0.0002 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
67 0.0002 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
68 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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Tabela 3 (cont.): Prêmios e Erros-Padrão das opções de compra do tipo asiáticas 
estimados por AI e AI+AD, para vários valores do parâmetro de deslocamento μ e 
vários valores do preço de exercício K.  

 

Os dados de erros-padrão da Tabela 3 indicam que a técnica AI passa a 

funcionar melhor, como técnica redutora de variância, a partir do momento em que a 

opção se torna fora do dinheiro, isto é, para valores de K acima de $55. No caso de K 

abaixo desse valor, a redução de variância ocorre apenas para pequenos valores de μ. 

Isso corrobora o fato de a AI padrão ser uma técnica eficiente para tratar eventos raros 

ou, no caso, de baixa probabilidade de exercício.  

Para o conjunto considerado de valores de μ, nota-se que os erros-padrão 

associados a cada K decrescem até um certo valor de μ. e depois crescem. Há portanto 

um valor ótimo de μ. que minimiza a variância para cada K4.  

As estimativas de prêmio obtidas por ambas as técnicas, AI e AI+AD, 

apresentaram ganho de precisão em relação à AAS na região fora do dinheiro. O 

Gráfico 1 abaixo mostra a variação percentual do erro-padrão dos prêmios estimados 

                                                 
4 A existência de um nível ótimo de deslocamento que minimiza da variância do estimador por AI é 

demonstrada analiticamente em Glasserman, Heidelberger and Shahabuddin, 1999. 

AI+AD K 0.00 0.10 0.30 0.50 0.70 0.90 1.10 1.30 1.50
55 1.0989 1.0971 1.0947 1.0958 1.0938 1.0866 1.0807 1.0817 1.0909
56 0.6660 0.6659 0.6643 0.6629 0.6641 0.6622 0.6554 0.6506 0.6508
57 0.3732 0.3727 0.3731 0.3719 0.3711 0.3722 0.3705 0.3650 0.3616
58 0.1939 0.1927 0.1923 0.1930 0.1920 0.1916 0.1924 0.1911 0.1871
59 0.0934 0.0926 0.0914 0.0915 0.0920 0.0912 0.0912 0.0916 0.0907
60 0.0412 0.0411 0.0404 0.0399 0.0401 0.0404 0.0399 0.0400 0.0402
61 0.0168 0.0166 0.0165 0.0163 0.0161 0.0162 0.0164 0.0161 0.0162
62 0.0065 0.0064 0.0061 0.0062 0.0061 0.0060 0.0061 0.0061 0.0060
63 0.0022 0.0023 0.0022 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021 0.0021
64 0.0006 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007
65 0.0001 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002
66 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
67 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
68 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
55 0.0202 0.0137 0.0129 0.0165 0.0220 0.0307 0.0611 0.1159 0.1856
56 0.0198 0.0134 0.0101 0.0123 0.0148 0.0193 0.0301 0.0598 0.1051
57 0.0173 0.0135 0.0074 0.0086 0.0101 0.0121 0.0158 0.0275 0.0511
58 0.0122 0.0101 0.0067 0.0051 0.0065 0.0075 0.0091 0.0124 0.0227
59 0.0079 0.0067 0.0049 0.0034 0.0035 0.0044 0.0051 0.0061 0.0093
60 0.0055 0.0040 0.0032 0.0024 0.0019 0.0022 0.0026 0.0032 0.0038
61 0.0041 0.0026 0.0017 0.0015 0.0011 0.0010 0.0013 0.0015 0.0018
62 0.0027 0.0019 0.0009 0.0007 0.0007 0.0005 0.0006 0.0007 0.0008
63 0.0015 0.0011 0.0006 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 0.0003 0.0003
64 0.0008 0.0006 0.0003 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
65 0.0003 0.0003 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000
66 0.0000 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
67 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
68 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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por ambas as técnicas em relação ao erro-padrão obtido pela AAS. Variações negativas 

significam reduções de erro-padrão ou, equivalentemente, ganhos de precisão. Para não 

prejudicar a visualização, apenas dois valores de K pertencentes à região fora do 

dinheiro foram apresentados (K=$57 e K=$61), porém os resultados se estendem para 

os demais valores de K dessa região. 

 

Gráfico 1 – Variação Percentual do Erro-Padrão dos prêmios estimados por AI e 
AI+AD em relação aos obtidos por AAS, para vários valores do parâmetro de 
deslocamento μ. Apenas dois preços de exercício são apresentados (K=$57 e K=$61). 

 

Para cada K, houve um pequeno ganho na precisão das estimativas ao se 

incorporar a AD na técnica da Amostragem por Importância. Por este gráfico também é 

possível identificar o valor ótimo de μ para cada técnica. 

Ao se incorporar a técnica da Variável de Controle na análise, as estimativas de 

prêmio obtidas pelas técnicas AI e AI+AD passam a ser ajustadas pelo erro de 

simulação, conforme explicado na seção Metodologia, gerando assim duas novas 

técnicas combinadas: AI+VC e AI+AD+VC. Os prêmios estimados e os erros-padrão 

obtidos por essas novas técnicas são apresentados na Tabela 4 a seguir. Para facilitar a 

visualização, o conjunto considerado de valores de μ é menor do que o da Tabela 3.  
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Tabela 4: Prêmios e Erros-Padrão das opções de compra do tipo asiáticas estimados por 
AI+VC e AI+AD+VC, para alguns valores do parâmetro de deslocamento μ e vários 
valores do preço de exercício K. 

 

 

0.025 0.050 0.075 0.100
55 1.1008 1.1008 1.1008 1.1008
56 0.6687 0.6688 0.6688 0.6688
57 0.3760 0.3760 0.3760 0.3760
58 0.1951 0.1951 0.1952 0.1952
59 0.0933 0.0934 0.0934 0.0934
60 0.0412 0.0412 0.0412 0.0412
61 0.0168 0.0168 0.0168 0.0168
62 0.0063 0.0063 0.0063 0.0063
63 0.0022 0.0022 0.0022 0.0022
64 0.0007 0.0007 0.0007 0.0007
65 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002
66 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001
55 0.00045193 0.00045703 0.00046789 0.00045418
56 0.00035367 0.00032249 0.00031125 0.00033030
57 0.00043967 0.00043262 0.00039261 0.00038281
58 0.00048663 0.00045700 0.00042411 0.00038524
59 0.00036417 0.00035192 0.00035710 0.00035299
60 0.00039215 0.00032601 0.00028290 0.00025330
61 0.00026509 0.00026848 0.00029023 0.00029548
62 0.00017904 0.00019061 0.00017180 0.00016345
63 0.00015890 0.00015369 0.00014925 0.00013010
64 0.00011477 0.00009868 0.00008825 0.00007796
65 0.00007797 0.00006993 0.00007273 0.00006429
66 0.00006002 0.00006235 0.00005058 0.00003934

AI+VC

Erro-
Padrão

μK

Prêmios
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Tabela 4 (cont.): Prêmios e Erros-Padrão das opções de compra do tipo asiáticas 
estimados por AI+VC e AI+AD+VC, para alguns valores do parâmetro de 
deslocamento μ e vários valores do preço de exercício K. 
 

 

Observa-se, antes de mais nada, que a não-tendenciosidade das estimativas é 

preservada pela incorporação da técnica da Variável de Controle.  

As estimativas de prêmio obtidas pelas duas novas técnicas também 

apresentaram ganho de precisão em relação à AAS na região fora do dinheiro das 

opções. Isso pode ser melhor observado pelos gráficos 2 e 3 abaixo, que mostram a 

variação percentual do erro-padrão de cada nova técnica em relação ao erro obtido pela 

AAS, para um conjunto de valores de μ. Como no gráfico anterior, apenas dois valores 

de K ($57 e $61) foram apresentados, porém os resultados também se estendem para os 

demais valores de K dessa região. 

O Gráfico 2 mostra o que acontece com o ganho total de precisão das estimativas 

de prêmio quando a técnica VC é incorporada à AI padrão. Observa-se um grande 

aumento nos ganhos totais com a incorporação, para os dois valores de K considerados. 

O ganho total de precisão da AI+VC em relação à AAS pode ser decomposto em ganho 

da AI+VC sobre a AI e ganho da AI sobre a AAS. O primeiro componente mede o 

0.025 0.050 0.075 0.100
55 1.1008 1.1008 1.1008 1.1008
56 0.6689 0.6689 0.6689 0.6688
57 0.3761 0.3761 0.3761 0.3761
58 0.1952 0.1952 0.1952 0.1953
59 0.0935 0.0935 0.0935 0.0935
60 0.0414 0.0414 0.0414 0.0414
61 0.0169 0.0169 0.0169 0.0169
62 0.0064 0.0064 0.0064 0.0064
63 0.0023 0.0023 0.0023 0.0023
64 0.0008 0.0007 0.0007 0.0007
65 0.0002 0.0002 0.0002 0.0002
66 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001
55 0.00050304 0.00048404 0.00045417 0.00043026
56 0.00051374 0.00050997 0.00045698 0.00043212
57 0.00039473 0.00037929 0.00035120 0.00037119
58 0.00037461 0.00036624 0.00034704 0.00034950
59 0.00039313 0.00031086 0.00030624 0.00026165
60 0.00034361 0.00033972 0.00033988 0.00031505
61 0.00029113 0.00026512 0.00026297 0.00025624
62 0.00018866 0.00016695 0.00016493 0.00016325
63 0.00015552 0.00014463 0.00013568 0.00012662
64 0.00010686 0.00008483 0.00006811 0.00007536
65 0.00003617 0.00004493 0.00004992 0.00004552
66 0.00000416 0.00002084 0.00002262 0.00002090

μKAI+AD+VC

Erro-Padrão

Prêmios
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quanto a incorporação da VC acrescentou de ganho de precisão à técnica AI e, portanto, 

é chamado aqui de ganho marginal da AI+VC. Esse ganho marginal representa mais de 

80% em média do ganho total da AI+VC. 

 

Gráfico 2 – Variação Percentual do Erro-Padrão dos prêmios estimados por AI e 
AI+VC em relação aos obtidos por AAS, para um conjunto reduzido de valores do 
parâmetro de deslocamento μ. Apenas dois preços de exercício são apresentados 
(K=$57 e K=$61). 
 

 

O Gráfico 3 apresenta o que acontece com o ganho total de precisão quando a 

VC é incorporada à AI+AD. Como no gráfico anterior, os ganhos totais da técnica 

AI+AD+VC foram enormes, qualquer que seja o valor de K considerado. No entanto, 

desta vez, a incorporação da VC contribuiu bem menos para o ganho total de precisão; o 

ganho marginal da AI+AD+VC sobre a AI+AD representou menos de 50% em média 

do ganho total da AI+AD+VC. 
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Gráfico 3 – Variação Percentual do Erro-Padrão dos prêmios estimados por AI+AD e 
AI+AD+VC em relação aos obtidos por AAS para um conjunto reduzido de valores do 
parâmetro de deslocamento μ. Apenas dois preços de exercício são apresentados (K=57 
e K=61). 

 

4 Conclusões 

Em artigo anterior, havia sido concluído que qualquer técnica redutora de 

variância gerava bons ganhos de precisão em relação ao método amostral tradicional da 

Amostragem Aleatória Simples, nas regiões dentro do dinheiro das opções (Marins, 

Santos e Saliby, 2003). No entanto, quando as opções entravam na região fora do 

dinheiro, esses ganhos não mais se preservavam e o desempenho das técnicas se 

deteriorava rapidamente, à medida que o preço de exercício das opções se elevava. De 

todas as técnicas lá analisadas, a Variável de Controle foi a que apresentou melhor 

desempenho, não se deteriorando tanto quanto as demais técnicas na região fora do 

dinheiro.  

Neste artigo, o uso da Amostragem por Importância mostrou-se válido para a 

simulação das opções asiáticas na região fora do dinheiro, seja na sua forma padrão ou 

na forma combinada com a Amostragem Descritiva. Entretanto, a incorporação da 

Variável de Controle proporcionou grandes ganhos adicionais de precisão, seja quando 

incorporada à AI ou à AI+AD.  

Isso pode levar a um questionamento sobre o valor da Amostragem por 

Importância no estudo, uma vez que, à primeira vista, o ajuste nas estimativas 

promovido pela VC sobressaiu não apenas à remodelagem do problema de simulação 
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feita pela AI, como também ao controle amostral imposto pela AD. No entanto, na 

verdade, o papel da AI na presença da VC foi o de potencializá-la, já que, com o 

deslocamento da distribuição dos preços do ativo-objeto para a direita, mais trajetórias 

produziram payoffs positivos e, conseqüentemente, passaram a ser submetidas ao 

controle da VC e da AD. Além disso, vale lembrar que muitas vezes o problema de 

simulação não possui uma versão semelhante com solução analítica, o que impede o uso 

da VC. 
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