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Existéncia de equilibrio num jogo com
bancarrota e agentes heterogeneos
Solange Maria Guerra*

Rodrigo Andrés de Souza Pefialozal
Benjamin Miranda Tabak *

Este Trabalho para Discussao nao deve ser citado como represen-
tando as opinioes do Banco Central do Brasil. As opinides expres-
sas neste trabalho sdo exclusivamente dos autores e nao refletem,
necessariamente, a visao do Banco Central do Brasil.

Resumo

Este trabalho mostra a existéncia de equilibrio de Nash para uma eco-
nomia com um continuo de agentes heterogéneos, tempo discreto, horizonte
infinito, moeda fiduciaria e uma mercadoria. A producao da mercadoria per-
manece constante em cada periodo, mas a dotacao individual dos agentes
varia estocasticamente. Buscando suavizar o consumo, os agentes depositam
moeda ou tomam empréstimos em um banco central. Os agentes podem
entrar em bancarrota caso nao possuam recursos para honrar os débitos as-
sumidos. Nesse caso, sofrem uma penalidade nao pecunidaria em sua utilidade.
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1 Introducao

O jogo utilizado neste trabalho foi apresentado inicialmente em Karatzas
et al. (1994) de forma simplificada, focando apenas no consumo, distribuigao
de riqueza e formacao de preco, onde a moeda poderia ser apenas acumulada.
Posteriormente, em Karatzas et al. (1997), os autores apresentam uma versao
mais elaborada do jogo, permitindo que os jogadores tomem emprestado ou
emprestem seus recursos excedentes. Entretanto, nao era permitido que os
jogadores tomassem emprestado mais do que pudessem pagar. Finalmente,
em Geanakoplos et al. (2000) o jogo é generalizado permitindo a bancarrota.
Trata-se de um jogo de horizonte de tempo infinito com um continuo de
agentes para modelar uma economia simples, com um bem perecivel e oferta
constante de moeda. Na literatura de equilibrio geral, a moeda nao precisa
ter um papel necessario (Hahn (1983)). No jogo apresentado por Geanako-
plos et al. (2000) poderia se optar por um modelo com um mercado e um
instrumento financeiro com o bem sendo usado como mercadoria ou por um
modelo com um bem e dois instrumentos financeiros, com o segundo sendo
moeda fiducidria. Os autores optaram pela segunda possibilidade por consi-
dera-la mais apropriada no caso de generalizacoes para mais de um bem na
economia.

A construcao do equilibrio nas trés versoes do jogo é feita no estado esta-
cionario e considerando que os jogadores sejam homogéneos, ou seja, todos os
jogadores possuem a mesma func¢ao utilidade. Tsomocos (2003) argumenta
que um modelo que tente capturar aspectos fundamentais de instabilidade fi-
nanceira deve ter: multiperiodicidade, incerteza agregada e heterogeneidade
dos agentes. O objetivo deste artigo é generalizar a existéncia de equilibrio
no jogo apresentado em Geanakoplos et al. (2000). Para tanto, vamos utilizar
o arcabougo tedrico apresentado em Balder (1999).

Este trabalho contribui com a literatura tedrica ao estender modelo apre-
sentado em Geanakoplos et al. (2000), mostrando a existéncia de equilibrio
de Nash, que ¢ mais geral que o equilibrio de Markov no estado estacionério
demonstrado no artigo original. Além disso, a construcao do equilibrio de
Nash permite um continuo de agentes de fato heterogéneos. Em Geanakoplos
et al. (2000), a existéncia do equilibrio é demonstrada para o caso em que
os agentes sao homogéneos, embora o jogo esteja definido considerando os
agentes heterogéneos.

A segao 2 apresenta o modelo. Além disso, mostra a construgao do con-
junto de agoes dos jogadores de forma a contemplar as exigéncias do modelo
apresentado em Geanakoplos et al. (2000) e as especificagoes tedricas ne-
cessarias para a construcao do equilibrio de Nash do jogo considerando os
jogadores heterogéneos. A secao 3 apresenta a demonstracao da existéncia



do equilibrio de Nash para o Jogo. As consideragoes finais sao apresentadas
na sec¢ao 4.

2 O modelo

Vamos considerar uma economia com tempo discreto e horizonte infinito,
representado por n = 1,2,... e com um tnico bem perecivel. Em todos os
periodos ha incerteza com relacao a dotacao e ao consumo de cada jogador
0 que, consequentemente, gera incerteza com relagao ao seu nivel de riqueza.
Toda a incerteza dessa economia é capturada pelo espaco de probabilidade
(Q, Z,P), sobre o qual todas as varidreis aleatérias do modelo serao defini-
das. Existe um banco na economia o qual estabelece as taxas de juros para
remuneracao de depdsitos e para empréstimos.

H& uma infinidade de jogadores, representados por «, e definidos sobre o
espaco de medida de Lebesgue (I, .#, i), onde I = [0, 1]. Uma escolha natural
para a o-dlgebra . seria Z(I), a o-dlgebra de Borel sobre I. Entretanto,
desejamos que o espaco de medida dos jogadores seja completo e separavel.
Assim, completamos %(1), ou seja, consideramos a o-dlgebra .# como sendo
todos os subconjuntos de I mensuraveis a Lebesgue. Dessa forma, temos
que o espago de medida dos jogadores (I,.#, ) é completo, separdvel e nao
atomico, sendo que essa tltima caracteristica expressa o fato de que nao existe
coalizao de jogadores, ou seja, que alguns jogadores tenha mais influéncia no
jogo que outros jogadores. Dessa forma, garantimos que as agoes de um tinico
jogador nao tem um efeito significativo sobre os pregos.

Em cada periodo de tempo, n = 1,2, ..., cada jogador o € I recebe uma
dotagao aleatéria Y, (a,w) = Y,* em unidades do tinico bem perecivel da eco-
nomia, onde w € (). Para que possamos agregar essas dotac¢oes, assumimos
a seguinte hipotese:

Hipétese 1. As dotacoes Y*, Y5, ... para um determinado jogador o sao
nao negativas, integrdveis e independentes com distribuicao comum \*. Além
disso, as varidveis Y, (a,w) sdo conjuntamente mensurdveis, de forma que a
produc¢ao ou dotacdo total da economia

Q, = /Yn(a,w),u(da) >0 (1)

seja uma varidvel aleatoria finita, positiva e bem definida para todo n.

H&a dois mercados ativos em cada periodo de tempo n = 1,2,... : o
mercado de crédito e o mercado de bem.



No mercado de crédito, o banco estabelece duas taxas de juros: a taxa
paga pelos tomadores de empréstimos, r1,(w) = 14 p1,(w), e a taxa de juros
paga aos depositantes, 7r9,(w) = 1 + po,(w). Assumiremos que as taxas de
juros satisfazem a hipdtese abaixo.

Hipétese 2. As tazas de juros sao tais que, 1 < rop(w) < r,(w) € o, (w) <
%, para todo n € N* ;w € Q, onde 5 € (0,1) € um fator de desconto fizo.

No mercado de bem é negociada a unica mercadoria existente na econo-
mia. Dada a sua natureza perecivel, a mercadoria deve ser consumida no
mesmo periodo em que é adquirida. Assim, os jogadores que nao deseja-
rem consumir toda a dotagao recebida no periodo n, vendem a parte nao
consumida aqueles jogadores que desejam consumir mais que a dotacao rece-
bida. Nesse processo de comercializagao, o pre¢o da mercadoria no periodo
n, denotado por p,(w), é determinado endogenamente.

A quantidade de moeda que um determinado jogador « vai ofertar para a
aquisicao de mercadoria vai depender de seu nivel de riqueza no periodo
anterior. Antes do inicio do jogo é estabelecida a riqueza inicial S§ de
cada jogador a. No inicio do periodo n, um jogador « possui uma riqueza

@ (w). Se S, (w) < 0, entdo o jogador a nao pagou seu débito do periodo
anterior, consequentemente, sofrera uma penalidade em termos de sua uti-
lidade, tera seu débito perdoado e continuara no jogo com riqueza igual
a zero. Se S¢ ;(w) = 0 entdo o jogador possui dinheiro em mao e joga
com a riqueza S?_;(w). Em ambos os casos, o jogador joga com a riqueza
(S* ,(w))" = max{S% ;(w),0}. Além disso, o jogador « inicia o periodo n
com informacgoes . | C .#, a o-algebra que mede os pregos passados pg, as
dotagoes totais passadas )y, as taxas de juros rix, o, bem como os niveis de
riqueza, dotagoes e agoes individuais, respectivamente, S¢, Sp, Y,®, by, para
k=1,...,n—1. Cada jogador a decide a quantidade b;' de moeda fiduciéria
que ofertard para a aquisicao de mercadoria baseado em seu conjunto de
informacao. Entao, o preco p, é formado.

A caracterizagao de b serd dada na segao 2.1 enquanto que o processo de
formacao de riqueza do jogador av num determinado periodo n sera explicado
detalhadamente na subsecao 2.3.

Em muitos momentos, esbocamos a dinamica do jogo em um periodo
n qualquer. Entretanto, desejamos definir o jogo num espaco vetorial de
dimensao infinita. Assim, teremos:

e Dotacao do jogador :

Y(a,w) = (Vi(a,w), Ya(a,w), Ya(o,w), ... )
= (V)Y w), Y8 W), ...



Dotacao Total:

Qw) = (W), R2(w), Q3(w),...)
= (/Yl(a,w)u(da),/Yg(a,w),u(doz),/Yg,(a,w),u(da),...)

Tazas de juros

ri(w) = (7”11(w)7 r2(w), riz(w), .. )

ro(w) = (T21(w),7‘22(w),7“23(w),...)

Acao de um jogador o

Pl) = (@) 5. 5. )

e Precos

pw) = (p(w), pa(w), ps(w),...)

Para nao sobrecarregar a notacao, trabalharemos com as componentes
desses vetores infinitos, sempre tendo em mente que o jogo estd sendo de-
finido num horizonte de tempo infinito. Eventualmente usaremos o vetor,
quando houver possibilidade de interpretacao erronea ou simplesmente por
conveniéencia.

2.1 Conjunto de acoes

Cada jogador possui um limite fixo de endividamento, denotado por K¢.

Assim, a quantidade de moeda b9 que o jogador o podera ofertar para a

compra de mercadoria dependera de sua riqueza no periodo anterior e de seu
limite de endividamento, ou seja,

b € [0, (Sh_y ()" + K. (2)

Conforme serd demonstrado na subsecao 2.4, a quantidade de moeda

se mantém constante em todos os periodos. Entao, podemos afirmar que



b € [0, M] para todo n € N, onde M = max{W,(w) + K} para todo w €
en € N, sendo W, (w) a quantidade total de moeda fiducidria na economia
no periodo n.

Seja Z,, o conjunto de todas as agoes by para todo o € I. Tomaremos
Z =1['_, Z, o conjunto de agdes. Para compatibilizar o jogo apresentado
por Geanakoplos et al. (2000) e o arcabougo tedrico elaborado por Balder
(1999), necessitamos que Z seja um espago vetorial topolégico Hausdorff
localmente convexo de fungoes mensuraveis. Para atingirmos nosso objetivo,
construiremos Z e o dotaremos com uma topologia adequada aos nossos
propésitos, partindo da definicao de b e da construgao de Z,.

Definiremos b9 como sendo a fungao de Carathéodory ¢* : Q x [0, M] —
R, que é (F, P)-mensurdvel e continua para todo s € [0,M] e tal que 0 <
*(w,s) < s+ K% Assim, temos: b® = ¢*((SY_;(w))T) paratodow € Qen €
N. De acordo com a versao do teorema apresentado em Aliprantis e Border
(1994) para fungoes continuas limitadas, apresentado no anexo (teorema 5.1),
existe ¢ que mapeia Q sobre Cy([0, M])- o conjunto de todas as funcoes reais
continuas limitadas sobre [0, M] - desde que Cy([0,M]) seja munido com a
topologia da convergéncia uniforme, em vez da convergéncia pontual. Ou
seja, podemos tratar as funcoes de Carathéodory especificadas acima como
sendo fungoes Borel mensurdveis pertencentes a Cy([0, M]).

Portanto, consideraremos Z,, como sendo o espaco métrico Cy([0, M]), mu-
nido da topologia da convergéncia uniforme, ou seja, considerando a métrica
usual sobre os reais, Cy (][0, M]) serd munida da topologia definida pela métrica
do supremo, d(f,g) = supseiom |f(s) — g(s)|. Consequentemente, o espaco
das agdes Z serd o produto cartesiano infinito Z = [[°~, C4([0, M]) munido
da topologia produto, ou seja, a topologia mais fraca sobre Z que torna as
projecoes p,, : Z2 — Cy([0,M]) continuas, n = 1,2,.. ..

Teorema 2.1. O espaco vetorial topologico Z definido acima é Hausdorff
localmente convezo.

Demonstracao. Como topologias definidas por métricas sao Hausdorff, natu-
ralmente, C,([0, M]) é um espago Hausdorff. Entao, Z também o é, ja que o
produto de espagos Hausdorff é um espaco Hausdorff, conforme demonstrado
no teorema 5.2 no anexo.

Mostremos agora que Cy([0, M]) é localmente convexo. Seja Vj uma vizi-
nhanca da fungao nula 0 € Cy([0,M]). Tomemos f e g € Vj, entdo:

d(f,0)= sup |f(s)—0(s)| <€ e

s€[0,M]

A(9,0) = sup |g(s) — 0(s)] < e
s€[0,M]



Dado A € [0, 1], temos:

M(f,0) =X sup |f(s)] <Ae e

s€0,M]

(1= X)d(g,0) = (1 = A) sup |g(s)| < (1= A)e.

s€[0,M]

Somando essas duas desigualdades, obtemos:

M(f,0)+ (1= A)d(g,0) = A sup |£(s)| + (1= ) sup lg(s)] < e.

s€[0,M] s€[0,M]

Como f e g sao limitadas,

sup (A[f(s)]+ (1= N)]g(s)]) <A sup [f(s)|+ (1= A) sup [g(s)] <e.

s€[0,M] s€[0,M] s€[0,M]

Ou seja, d(Af + (1 — X)g,0) < e. Portanto, (Af + (1 — X)g) € V,, como
queriamos demonstrar. Assim, Z é localmente convexo, ja que como apre-
sentado em Schaefer (1966) produtos de espagos localmente convexos sao
também espacos localmente convexos.

O

Observe que o espaco Z é um espaco de Suslin.

Definido o conjunto de acbes do jogo, podemos caracterizar o conjunto
de acoes para cada jogador a e o conjunto dos perfis de agoes puras.

Sejam Z» C Z, para todo n = 1,2,.... Entao, o conjunto Z% =
[[02, 22 C Z é o conjunto de agodes do jogador a.

Seja também a multifuncdo ¥ : I — 2% definida por Y(a) = 29, a qual
descreve o conjunto de acoes Z* para cada jogador a € I = [0, 1].

Vamos assumir que Z¢ e ¥ satisfazem a seguinte hipotese:

Hipétese 3. Para todo o € I o conjunto Z% é compacto e o grifico D £
{{a,2z) € I x Z : z € Z*} da multifuncao X pertence a & x B(Z), onde
HB(Z) representa a o-dlgebra de Borel sobre Z, isto €, a o-dlgebra gerada
pelos subconjuntos abertos de Z.

Denotaremos por Z a o-dlgebra D N (& x B(Z)). Seja H(I) = F o
conjunto de todas as fungdes mensurdveis f: [ — Z com f(a) € Z% quase
certamente (a.e.) para todos o € I. Ouseja, f(a) = (fi(a), fo(@), f3(a),...)
tal que f,(a) € Z% para todo n = 1,2,..., quase certamente para todos
ael.

Como f(a) € Z% C Z,, podemos afirmar que existe ¢* tal que f,(a) =
b = ¢*(s%_,), onde s&_, é a realizagao da varidvel S,_; ().



Assim, dada uma riqueza inicial s, temos que,

f(a) = (fl(@)?fQ(a)af?)(a)a"')
= (b?,bg,bg,...)

= (Ca(sg)v ca(stll)a Ca(sg>7 . )

Matematicamente, .5, representa o conjunto de todas as selecoes men-
surdveis quase certa (a.e.) da multifungao ¥ e, em termos do jogo, -%s é o
conjunto de todos os perfis de acoes puras.

A hipétese 3 se faz necessdria para garantirmos que .%5 é um conjunto
nao vazio. Lembrando que Z é um espaco de Suslin, basta aplicarmos o
teorema de selecao mensuravel de von Neumann-Aumann, reproduzido no
anexo (Teorema 5.3), a (T,7)= ([, %), S=Zel =X.

2.2 Payoff

A realizacao de um perfil de acao traz beneficios pessoais para os jogado-
res. Naturalmente, é importante para cada jogador « distinguir os beneficios
internos, sobre os quais o jogador a tem controle total, dos beneficios ex-
ternos, sobre os quais o jogador a pode ter apenas influéncia parcial. Uma
maneira de fazer esta distingao é definir a fungao payoff decompondo-a (Bal-
der (1995)). Para tanto, vamos supor que exista:

(i) um espago V', denominado espago das estatisticas dos perfis do jogo;
(ii) uma funcao U*: Z* x V — [—00, +00] €;
(iii) uma aplicacao d : /5 — V, denominada aplicagao externalidade.

Hipétese 4. Seja V £ R. A aplicacdo externalidade d : .S — V é da se-
guinte forma: d(f) £ [, f()u(da) = ([, bp(da), [, Bu(da), f, bu(da), . .).
Assumimos que a aplicagdo (o,w) — b%(w) é F Q) .F,—1 mensurdvel,

JAN

onde %, = \/ F | é amenor o-algebra contendo %% | para todo « € I.

«
Consequentemente, a oferta total em cada periodo n,

Bmwéﬂwwmww>o

é uma variavel aleatéria bem definida, a qual assumimos ser estritamente
positiva. Assim,

d(f) = (B1, B2, Bs, .. .) (3)

10



é o vetor oferta.

Vamos agora caracterizar um perfil socialmente factivel do jogo. Seja
A I xV — 2% uma multifuncdo. Um perfil de acao f € . é dito
socialmente factivel se f(a) € A(a,d(f)) quase certamente (a.e.) para todo
ael.

Hipétese 5. A multifuncdo A : I x V. — 2% possui valores fechados ndo
vazios e satisfaz

Ao, d(f)) C Z%para todo(ca, f) € I x .

Além disso, para todo o € I, a multifungio Ao, ) = A® 1V — Z% ¢
continua e o grdfico de A, dado por {(a,z,v) € D xV : z € A(a,v)},
pertence a P x B(V).

O jogador que tomou emprestado pode entrar em default no periodo
n quando nao possui riqueza suficiente para quitar integralmente a divida
adquirida no periodo anterior. Entretanto, mesmo entrando em default, o
jogador continua no jogo, sofrendo uma penalidade nao pecuniaria. Essa
penalidade é materializada por meio da funcao utilidade, a qual pode ser
distinta para cada jogador e deve satisfazer as propriedades especificadas na
hipdtese abaixo.

Hipétese 6. Cada jogador o tem uma funcdao utilidade u® : R — R
continua, lhimitada, estritamente crescente, concava em todo seu dominio e
estritamente concava em [0,00), diferencidvel em todo x # 0 e tal que:

>0 sex>0;
u(z){ =0 sex=0;
<0 sex<.

Além disso, u!(0) > 0.

A utilidade negativa mede a ” desutilidade” de o jogador nao pagar o débito
adquirido no periodo anterior, enquanto a utilidade positiva mede a utilidade
que o jogador usufrui ao consumir z unidades de mercadoria.

No inicio do periodo n o pre¢o da mercadoria é p,_1(w) (do periodo
anterior). Um jogador inicia o perfodo n com riqueza S¢_;(w). Se S¢_;(w) <
0, entao o jogador o nao quitou seu débito do periodo anterior, e entao, recebe
uma penalidade nao monetaria de u*(S% ;(w)/pn_1). Apds a formacao do
prego p, para o periodo n, conforme equagao (15), apresentada na subsegao
2.4, cada jogador recebe a quantidade de mercadoria z& £ b%(w)/p,(w) a que
tem direito de acordo com a oferta de compra feita. Como a mercadoria é

11



perecivel, ela é consumida no mesmo periodo e, portanto, o jogador recebe
u*(z*(w)) em utilidade. Assim, a utilidade total que o jogador a recebe
durante o periodo n é:

ary & U (W) se Sy (w) > 0;
i) = { u(@n (W) + u (951 (W) /paa(w))  se S y(w) <0.

O payoff total para o jogador v durante todo o jogo é a soma descontada
das utilidades totais, ou seja, > oo, A" 1% (w).

Observe que o payoff total é funcao das agoes do jogador «, de seu nivel
de riqueza e do preco da mercadoria. Como o nivel de riqueza é funcao das
acoes do jogador e o prego, que é determinado como explicitado na equacao
(15), na subsecao 2.4, depende do vetor oferta dado pela equagao (3), o qual
estd contido em V', podemos definir a funcao payoff do jogo para o jogador
a tal como em Balder (1999):

U*: Z¥XxV — [-00,400] tal que U*= Z@n_lﬁz-

n=1

Como u, ¢ limitada, £ é limitada também. Assim, U® converge unifor-
memente, j& que Y - 37! é convergente.

Dado um perfil de agdo [ € S, o payoff do jogador a serd U*(z,d(f))
se ele trocar a agao do perfil prescrito f(a) pela agdo z € Z°.

Seja U : D x V — [—00, +00] a funcdo dada por U(a, z,v) = U%(z,v).

Hipétese 7. Para todo o € I a fungao U, € continua sobre Z* x V' e para
todov € V a funcao U(-,-,v) é P-mensurdvel.

2.3 Processo de formacao de riqueza

Cada jogador « inicia o perfodo n com a riqueza do periodo anterior (S&_,).

Com esta informagao e ciente de seu limite de endividamento, o jogador de-
cide quanto vai ofertar (b%) para adquirir o bem perecivel da economia para
o seu consumo. Ao decidir o valor de sua oferta, o jogador se enquadraréd
em uma das trés possibilidades: ser depositante, ser tomador de empréstimo
ou nenhum dos dois. Neste momento, ha incerteza sobre a dotacao que vai
receber. Apés todos os jogadores terem feito suas ofertas, o preco p,(w) é
formado conforme a equacao (15), a qual serd definida na subsegao 2.4, e
as dotagoes Y,*(w) dos jogadores sao reveladas. Assim, cada jogador recebe
Pn(w)Y,*(w) em moeda fiducidria e o valor de sua oferta em unidades da
mercadoria (22 £ b%(w)/pn(w)). Dado que a mercadoria é perecivel, o jo-

gador consome integralmente as unidades recebidas. Ao final do periodo n

12



o jogador recebe seus depdsitos com juros se for depositante. Se for toma-
dor de empréstimo, paga sua divida com juros até o limite de sua riqueza. O
restante é perdoado e ele recebe uma puni¢ao nao pecuniaria na forma de uti-
lidade negativa. Assim, sua riqueza ¢é definida. Este processo de formacao de
riqueza do jogador é detalhado abaixo para cada uma das trés possibilidades
mencionadas acima.

(1)

O jogador o € um depositante

Nesse caso, a oferta b do jogador é estritamente menor que sua riqueza

(S¢_ (w))" =52 ,(w) e entao o jogador deposita (ou empresta)
dy, = (@) = by = (Sp_y (W) — by (4)

A fim de obtermos uma unica equacao para o nivel de riqueza do joga-

dor, estabeleceremos que d% ¢é igual a 0 se b > (S, (w))™.

Ao final do periodo, o jogador a recebe seu depdsito com juros e sua
dotacao é transformada em moeda, obtendo assim, o seu novo nivel de
riqueza:

S (w) £ rop(w)d* (W) + pu(w)Y,*(w) > 0. (5)

O jogador o € um tomador de empréstimo

Aqui a oferta b2 do jogador « excede sua riqueza (S ;(w))t e, por-
tanto, o mesmo toma emprestado a diferenca:

en =0 — (Sp_y(w)) ™. (6)
De forma semelhante a situacao anterior, estabeleceremos que e ¢é igual
a 0 se by < (S7_(w))"

[0

“(w) e seu novo

Ao final do periodo, o jogador deve ao banco r1,(w)e
nivel de riqueza é

Sp(W) & pa (W)Y (W) — rin(w)es (), (7)

sendo que esse montante pode ser negativo. O jogador a deve obriga-
toriamente pagar o seu débito até o maximo que sua riqueza permite.
Assim, o jogador pagara a seguinte quantia de seu empréstimo:

hiy(w) £ min{ri,(w)en (W), pa (W)Y, (@)} (8)

13



e a quantia de moeda que possuira ao final do periodo sera

(Sp (W)™ = pa(w)Y; (w) = Iy (w). (9)

(iii) O jogador o nao € depositante nem tomador de empréstimo

Nesse caso o jogador oferta toda sua dotagdo monetaria, b%(w) =

(82 ;(w))" e ao final do periodo sua riqueza é exatamente a dotagao

recebida em moeda,

SHw) = pa(w)Y, M (w) > 0. (10)

Usando a notacao das equagoes 4-9, temos uma tnica férmula para o
nivel de riqueza do jogador « ao final do periodo n:

S (W) = pu(w)Y3 (W) 4 20 (w)dy (w) = T1n(w)eq (w), (11)

a qual pode ser negativa, e outra formula para o montante de moeda
que o jogador detém em mao:

(Sp (W)™ = pa(W)Y;(w) + ran(w)dy () = I (w). (12)

Assim, dado que um jogador v tem uma riqueza inicial S§,0 processo de
formagao dos sucessiveis niveis de riqueza de um jogador é uma cadeia de

Markov com espago-estado & = [—K%ry, 00), a qual satisfaz a regra:
Sp = 9(5;—1 - C(S:zr—l)) +pnYn,n > 1 (13)
onde as variaveis dotacao Y7, Ys,... sao independentes com distribuicao

comum A e g(+) é a fungao

g(a'r r ) é ra, a S 07
b2 roa, a > 0.

2.4 Conservagao da moeda

Seja M, (w) o total de moeda fiducidria detida pelo banco e

M) 2 (536 uda) (14
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o total de moeda fiduciaria detida pelos jogadores, ambos ao final do
perfodo n. Assim, a riqueza total em moeda na economia é W, (w) = M, (w)+
M, (w). Considere a regra:

_ B, (w)
Qn(w)’
a qual determina o preco da mercadoria como razao da oferta total sobre a

producao total. Essa regra nos da a condicao necessaria e suficiente para a
conservagao da moeda, conforme demonstrado no Lema abaixo.

Pn (W)

(15)

Lema 2.4.1. O total de moeda fiducidria W,(w) £ M,(w) + M,(w) na eco-
nomia € a mesma em todo periodo n e para qualquer w se e somente se a
equagdo (15) for vdlida.

Demonstracao. A demonstracao esta no anexo. O

3 Equilibrio

Conforme dito anteriormente, as taxas de juros sao estabelecidas pelo banco
central. Por nao impormos restricoes as taxas de juros na definicao abaixo,
assumimos implicitamente que o banco estabelece essas taxas arbitrariamente
e que ha moeda o suficiente para cobrir toda a demanda por empréstimos e
atender a todos os depositantes, em cada periodo.

Definicao 3.1. Um equilibrio é um sistema de taxa de juros e pregos {71 =

(r11, 712, -+ ), T2 = (To1,722, .. .), 0 = (p1,P2,.-.)} € uma colecdo de perfis so-
cialmente factiveis 11 = { f*(a) = (b, 05, ...),a € I} tal que:

(i) os precos p,,n =1,2,... satisfazem a equagao(15), e

(ii) dado S§ o nivel de riqueza inicial do jogador o, o perfil f*(a) € 11 é
tal que

[*(a) € argmax.ca, qs+)Ua(z, d(f*)) para quase certamente todo a € I.

Teorema 3.1 (Existéncia de equilibrio). Dado que o espago de medida (I, .7, )
¢ completo e separdvel, sob as hipdteses (3)-(7), o jogo T' 2 (I,%2,U, A) tem
um equilibrio de Nash socialmente factivel em perfis de acoes puras.

A demonstracao da existéncia de equilibrio de perfis de agoes puras é
feita como em Balder (1999), por meio de purificagao do equilibrio de perfis
de agOes mistas. Assim, inicialmente formularemos uma versao do jogo I'
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para perfis de agOes mistas e, em seguida, demonstraremos a existéncia de
equilibrio para estes perfis. Com esse resultado estabelecido, demonstraremos
o Teorema 3.1.

Seja M (Z) o conjunto de todas as medidas de probabilidade sobre
(2, 5(2)).

Definigao 3.2 (Topologia fina para probabilidades). A topologia fina sobre
M (Z) € a menor topologia para a qual todas as fungoes ) — [, c(2)9(dz), c €
Cy(Z), sdo continuas.

Definigao 3.3 (Probabilidade de transigao). Uma probabilidade de transi¢do
(medida Young) de (I,.% 1) sobre Z é uma fungdo 6 : I — M, (Z), a qual
¢ mensurdvel com respeito a I e a B(M; (Z), onde My (Z) é munida com
a topologia fina da definicao 3.2.

Seja Zz(I) = %= o conjunto de todas as probabilidades de transicao de
I sobre Z e seja %#x(I) £ %5 o conjunto de toda probabilidade de transicao
d € Zz tal que 0(a)(2%) = 1 para quase certamente todo o« € I. Os
elementos de %, sao ditos perfis de a¢oes mistas.

Definigao 3.4. A topologia fina (topologia da medida Young) sobre Zz ¢é a
menor topologia para a qual todos os funcionais integrais

Fy:0— /1 [/Zg(oz,s)é(oz)(ds) p(da), g € Ye, (16)

sao continuos. Yo € o conjunto de todos os integrandos de Carathéodory
sobre I x Z, isto €, o conjunto de todas as fungoes I x B(Z)-mensurdvel
g: I xZ — R ta que g(a,.) é continua sobre Z para todo o € I e

sup,ez |9(a, 8)| < ¢(a) para algum ¢ € ZL4(I).

A definigdo acima de topologia fina sobre Zz se estende naturalmente
para .#z, o menor espago vetorial que contém Zz e o funcional integral
(16) continua bem definido para .#z. Assim, continuaremos nos referindo
a essa topologia como topologia fina. A topologia fina sobre %5, é definida
por meio de restrigdo. Pelo Teorema 1(i) de Balder (1996), reproduzido
no anexo (Teorema 5.4), temos que a topologia fina sobre %5 é a menor
topologia para a qual todos os funcionais integrais Fy, g € 9 x, sao continuos,
sendo que ¥y ¢ o conjunto de todas as fungoes de Carathéodory sobre
D. Equivalentemente, essa topologia ¢ a menor topologia para a qual todos
os funcionais integrais F, : Zx — (—o0,+00],g9 € 4L, sdo semicontinuas
inferiormente, onde %% é o conjunto de todos os integrandos normais sobre
D que sao limitados abaixo integralmente, isto é, o conjunto de todas as
fungdes D-mensuraveis g : D — (—o0, +00] tal que g(a,.) é semicontinua

16



inferiormente sobre Z¢ para todo a € I e g(a,s) > ¢(a) para algum ¢ €
La(D).

Proposicao 3.1. %Zs. ¢ um subconjunto nao vazio, compacto, convero e me-
trizavel do espaco semimetrizavel Mz .

Demonstracao. Vimos que .5, é nao vazio, ou seja, existe f : [ — Z com
f(a) € 2% quase certamente (a.e.) para todos a € I. Entao, definimos

v a | 1 se fla) e Z
dp(a)(2%) = { 0 caso contrario .

d; € X, Portanto, s, é nao vazio.
Defina hy, : I x Z — [0, 400] por:

0, se z € X(a) = 29
400, caso contrario .

hs(a, z) £ {

Entao, hs, ¢ um integrando normal inf-compacto limitado abaixo integral-
mente. Entao, pelo teorema 1 (ii) de Balder (1996) reproduzido no anexo,
o funcional integral Fj,.,(6) = [, [ [; hs(e, 2)8(e)(dz)] p(de) ¢é inf-compacto
sobre Zz, considerando a topologia fina. Como %, é o conjunto de todos os
d € Zz tal que Fp,.,(0) <0, segue que Xy, é compacto.

Para demonstrar a convexidade, temos que mostrar que a combinagao
convexa de duas probabilidades de transigao d; e d; pertencentes a Zs, é um
elemento de Zx..

Seja A € [0, 1]. Obviamente, Ad;(a) + (1 — A)da2(ar) é uma probabilidade
de transicao.

[Adr(@) + (1= A (a)](2%) = Adi(a)(29) 4 (1 = A)da(a)(27)

= A+ (1-))
L,

ja que 61 () (2) = d2(a)(Z2%) =1, pois &) € Xx, e 3 € Xx.
Portanto, Adi(a) + (1 — X)da(r) € . O

Definidos os perfis de a¢oes mistos, vamos agora definir uma versao mista
da aplicacao externalidade d. Seja e : Ry — Y tal que

e(6) 2 ( 1] ae2pst@ya]utao), [ [ [ gg<a,z>5<a><dz>}u<da>,...>
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Teorema 3.2. (Eristéncia de equilibrio misto) Dado que o espag¢o de me-
dida (I, .7, 1) é completo e separdvel, sob as hipéteses (3)-(6), o jogo I' =
(1,3,U, A) possui um equilibrio de Nash socialmente factivel em perfis de
agoes mistas, isto €, existe 0* € Ry tal que

0" (a)(argmaz e aaes+)) U (2,e(67))) = 1 para quase certamente todo o € I
Lema 3.1. A aplicacao e : Ry — Y € continua.

Demonstracao. Basta lembrar que cada componente da aplicagao g é¢ um fun-
cional integral F, ,n =1,2..., o qual é continuo (considerando a topologia

fina). O

Vamos definir H : %5, — 27> por
H(8) £ {n € & : n(e)(Ms(a)) = 1 quase certamente },

onde Ms(a) £ argmaz.ea,es)U% (2, e(9)).

Lema 3.2. A multifuncao H € semicontinua superiormente e possui valores
nao vazios, fechados e converos.

Demonstracao. Seja g € 9. Como Y-, é um espaco vetorial, aplicando
a Proposi¢ao 22.4 de Choquet (1969), temos que ¥ pode ser identificado
com o dual topolégico de .#=z, o espaco vetorial expandido por Zz. A
dualidade correspondente é (8, g) — F,(d) (observe que a equagao 16 estende
automaticamente para .#z). Pelo teorema da reducao (Teorema 3 de Balder
(1996)), temos que

sup Fy(n) = / ms(@)u(da),

nEH(J)

onde ms(a) = SUD,e v (a) 9(; 2). Pelo Lema Fatou e pelo fato de % ser me-
trizavel (Proposicao 3.1), é suficiente checar que § — mg(a) é semicontinua
superiormente para todo «, considerando a topologia fina.
H(0) nao vazio segue pelos argumentos cldssicos de selecao mensuravel.
Para provar que H possui valores fechados, seguiremos o Corolario 1
em Balder (1996) e sua demonstragdo observando que para qualquer par
d,1m € Xs, ha equivaléncia entre n € H(J) e

P2 [ [ st 2mteis] i) < [ inf astor 2o,

[ R€EZ*
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onde

s | —arctanU(o, z,e(9)) se z € A%(e(9));
gs(a, z) = { Foo, se z € SY\A%(e(9)).

define um integrando gs € 4. Note que a fungao a — inf,cza gs(a, 2) é
certamente integravel por um teorema de projecao mensuravel. Agora, Fy,
é semicontfnua inferiormente (considerando a topologia fina) por gs € 4.
Assim, H(0) é fechado (considerando a topologia fina).

Sejam 11,19 € H(0) e A € [0, 1].

() + (1 = A)ma()](Ms () = Ama(a)(Ms(a)) + (1 — A)da () (Ms(ev))
= A+(1-N)
= 1,q.c.

pois 11(a) (Ms(a)) = da(a)(Ms(a)) = 1 qc.
Portanto, A () + (1 — A\)ne(«) € H(0).Ou seja, H possui valores conve-
XOS. [

Demonstracao do Teorema equilibrio misto (Teorema 3.2. ) Basta aplicar o
Teorema de Kakutani (Teorema 5.6 do Anexo) a Zx, e H, observando que
a Proposicao 3.1 e o Lema 3.2, garantem que as hipdteses requeridas pelo
Teorema de Kakutani sao satisfeitas. Assim, existe um perfil de acao mista
0 € Xy, tal que 0* € H(d*), isto é, tal que 0*(a)(Ms«(ar)) = 1 quase certa-
mente para todo a. ]

Lema 3.3. (Lema 3.4.1 de Balder (1995), p.90) Sejam Z um espago métrico
de Suslin, (I, 7, ) um espago de probabilidade nao atomica, Z* subconjunto

ndao vazio e compacto de Z para todo o € I e gy,...,g,: [ X Z — (—00, +00)
limitada abaizo integralmente e & X HB(Z)-mensurdvel, tal que g;(a,-) €
semicontinua inferiormente sobre Z para cada o,i = ...,n. FEntao, para

todo § € Xy, existe f € S5 tal que

/Igi(a),f(a))u(dt) < /1 [/agi(a,z)é(a)(dz)]u(dt),i: 1,....n

Demonstragao do Teorema equilibrio puro (Teorema 3.1). O Teorema 3.2 ga-
rante a existéncia do equilibrio de perfil misto 0*. Pelo Lema 3.3, existe
fre S tal que

I

[t £@utan = [ [ ata ) @)@ ntati=1,...om
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A identidade acima implica que e(0*) = d(f*). Assim, tomando g(a, z) =
arctangU(a, z, e(0*)), temos a seguinte identidade:

/arctangU(oc),f*(a),d(f*))u(dt) = / [/ arctang(a,z,e(é*))5*(o¢)(dz)]u(dt).

1 I o

Por 0* ser um equilibrio misto e o fato de e(6*) = d(f*), a integral interna
do lado direito da igualdade acima é igual a sup.c aea(s+)arctangU(a, z, d(f*))
quase certamente para todo a € I.
Isto implica que f*(a) € argmax.caea-)U(2,d(f*)) quase certamente
para todo a € I devido a monotonicidade da transformagao arco tangente.
O

4 Consideracoes finais

Este trabalho apresenta uma generalizacao do jogo apresentado por Geana-
koplos et al. (2000). Os problemas de mensurabilidade que surgem ao se
considerar os agentes de fato heterogéneos foram resolvidos utilizando-se o
arcabougo tedrico proposto por Balder (1999). Mostra-se a existéncia de
equilibrio de Nash, que é mais geral que o equilibrio no estado estacionério
cuja existéncia é demonstrada pelos autores no artigo original. O equilibrio
de Nash é um perfil de acoes descrevendo o comportamento dos agentes
ao longo do tempo e nao sé no estado estacionario, que seria um ponto de
convergencia. Neste trabalho, nés limitamos nossa investigacao a existéncia
de equilibrio de Nash para o caso de taxas de juros exdgenas. Seria interes-
sante verificar a existéncia de equilibrio de Nash para o caso de taxas de juros
endogenas. No entanto, esta e outras questoes como a unicidade do equilibrio
de Nash, formas funcionais da funcao utilidade, possiveis aplicacoes empiricas
sao deixadas como questoes em aberto para futuras pesquisas.

20



5 Anexo

Definicao 5.1. Um espago de Suslin é um espago topolégico de Hausdorff
tal que existe um espaco Polonés P e uma aplica¢ao continua de P sobre S.

Definicao 5.2. Um espaco Polonés é um espaco métrico separdvel completo.

Teorema 5.1. [Fungoes Mensuraveis sobre C'(X,Y)) - Aliprantis e Border
(1994), p. 500] Sejam (S,%) um espago mensurdvel, X um espago compacto
metrizdvel e Y um espago separdvel metrizavel. Dote o subespago C(X,Y)
de YX com sua topologia de convergéncia uniforme em vez de sua topologia
de subespago (topologia pontual).

1. Se f:SxX —Y €uma fungao de Carathéodory (continua em
x e mensurdvel em s), entdo f mapeia S sobre C(X,Y) e é Borel
mensurdvel.

2. Seg:S — C(X,Y) é Borel mensurdvel, entio g é uma funcao de
Carathéodory.

Teorema 5.2. O produto de espacos Hausdorff € um espaco Hausdorff.

Demonstracdo. Se = e y sao elementos distintos do produto [[:°, X;, entao
x; # y; para algum ¢ € N*. Se cada espago coordenada é Hausdorff, entao
existem vizinhancas abertas distintas U e V de z; e y;, respectivamente, e
p; H(U) e p;*(V) sdo vizinhancas de = e y no espaco produto. Portanto, o
espaco produto é Hausdorff. O

Teorema 5.3. [Selegdo mensurdvel de von Neumann-Aumann (Teorema
II1.22 de Castaing e Valadier (1977), p.74)] Sejam (T,7) um espagco men-
suravel e S um espaco de Suslin. Seja I" uma multifuncao de T' sobre sub-
conjuntos nao vazios de S, cujo grifico G pertence a T Q) B(S). Entdo existe
uma sequéncia (o,) de sele¢oes de T tal que, para todo t,{o,} € denso em
['(t) e, 0, € mensurdvel para 7 e B(S). Além disso, podemos escolher o, tal
que: o, € o limite de uma sequéncia de fungoes T mensurdveis assumindo
um numero finito de valores e, se p for uma medida Radon sobre T' (se T' €
um espago topoldgico de Hausdorff) entdo o, € Lusin p-mensurdvel.

Definicao 5.3. Seja (T, 1) um espago mensurdvel. Se p € uma medida posi-
tiva sobre (T, 1), 7, denota o p-completamento de 7. E 7 denota () 7,, para
todas as medidas p positivas limitadas.

Observagao: Os conjuntos pertencentes a 7 sao ditos universalmente men-
suraveis. Obserque que se 1 ¢ uma medida o-finita, entao exite uma medida
limitada que tem os mesmos conjuntos negligiveis. Observe também que se
p- ¢ uma medida o-finita sobre (7', 7), entdo 7, = 7,
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Demonstragao do Lema da Conserva¢ao da Moeda (Lema 2.4.1). Usando as
equagoes (4)-(12) e (14), podemos ver que d2 (w)—ef(w) = (SS_; (w)) (b3 (w))T—
(b2 (w) — (S¢_1(w))")T = (5%, (w))" — b%(w). Usando essa igualdade e a
equacao (15), temos que:

M, (w) — M, 1(w) =

[ran (w)dp (w) = hia)(w)]p(da)
= M, i(w) — M,(w).
Mn

Portanto, M, (w) + M,(w) = (W) + M,_1(w), ou seja, Wy (w) =
Wn_1<(JJ). ]

Teorema 5.4 (Teorema 1(i) em Balder (1996), p.310). Para todo g € G¥ o
integral funcional F, € semicontinuo inferiormente (considerando a topologia

fina) sobre Rs(I, .7, 1)

Definicao 5.4. Uma funcao f : X — R € dita inf-compacta se o conjunto
K, ={x € X|f(x) <r} é compacto para todo escalar r.

Defini¢ao 5.5. Integrandos (Balder (1996), p.309)

(1) Um integrando normal sobre (I,.%, ) x S é uma fung¢io & x B(S)-
mensuravelg : [ x S — [—o00, +00] para a qual

g(a,+) € semicontinua inferiormente sobre S para todo o € 1,

além disso, g € dita limitada abaizo integralmente(integrably bounded
below) se existe ¢ € Lp(I, S, ) tal que

g(a, s) > ¢(a) para todo o € 1,5 € S.

O congunto de todos os integrandos normais limitados abaixo integral-
mente sobre (I, %, 1) x S é denotado por GE (I, %, 11).

(i1) Um integrando normal h sobre (I, %, u) x S € dito inf-compacto se
h(c, ) € inf-compacto sobre S para todo o € 1.

O conjunto de todos os integrandos normais inf-compactos limitados
abaizo integralmente sobre (I,.%, ) x S € denotado por HL(I, 5, ).
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(111) Um integrando Carathéodory sobre (I, .7, ) x S é uma fungao g :
I xS — R tal que g e —g pertencem a G2 (1, .7, ).
O conjunto de todos os integrandos Carathéodory sobre (I, .7, ) x S é
denotado por 9§ (I, 7, ).

Teorema 5.5 (Teorema de redugao (Teorema 3 em Balder (1996) p.313)).
Para todo g € ggb, vale a identidade

inf a, fla dt) = inf g(a, s do
it [ ot p@uan = [ Tintglo ] n(aey
desde que o lado esquerdo da iqualdade seja diferente de +o0.

Teorema 5.6 (Teorema de Kakutani). Seja C' C E compacto, convezo e nao
vazio. Seja F : C — 2% uma multifuncdo com valores convexos, fechados e
nao vazios e tal que F' é semicontinua superiormente, isto €, o(F(cdot),x’) :

T — SUPye (o) (Y, T') € semicontinua superiormente sobre C para todo ' € E'.
Entao, existe 2* € C tal que x* € F(x).
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